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Integral Indefinida ] 


El problema básico de la derivación es: Dado el recorrido de un punto móvil, calcular 
su velocidad o también, dada una curva, calcular su pendiente. 


El problema básico de la integración, es el caso inverso: dado la velocidad de un 
punto móvil en cada instante, hallar su trayectoria o también dado la pendiente de una 
curva en cada uno de sus puntos, calcular la curva. 


En el estudio del cálculo diferencial se ha tratado esencialmente: Dada una función 
hallar su derivada. muchas aplicaciones importantes del cálculo, guardan relación con 
el problema inverso, es decir: 


Dada la derivada de una función, hallar tal función por ejemplo: f'(x)=4, 


g'(x)=5x*. Ahora el problema es hallar f(x) y g(x), pero con un poco de astucia 
se puede hallar dichas funciones, esto es: 


Esta operación de determinar la función original a partir de su derivada es la inversa 
de la derivación y lo llamaremos cálculo de la función primitiva o antiderivada. 
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DEFINICION.- La función F: I——> R, se Пата Ја antiderivada o primitiva de 
£I—R, si F'(x)-f(x), Vxel. (1= [а, b)) 


Ejemplo. Sea f(x)=5x* y g(x)-23e". V x є К, las funciones F(x) = х? y 


G(x) =e” para хе R son las antiderivadas de f(x) y р(х) 
respectivamente puesto que: 


F(x) = $ F'(x) = 5x* = f(x) 
G(x) = e" G' (x) 23e" = g(x) 


Sin embargo las funciones Е(х) = x +7 у G (x) - e" 35 también son 


antiderivadas de las funciones f(x) 25x* y g(x)= Зе?” respectivamente, puesto que: 


Ro-x «7 _ [Re -5* = 70) 
G(x) = e* + 5 |с; (х) 23e" = g(x) 


análogamente, otras antiderivadas de f(x) у р(х) son por ejemplo: Ғ,(х) =x -4, 
Рх) = x +4л, F,(x) = х? ға. С,(х) = e* -7, G,(x) =e" -е", G, =e” +b 
donde a y b son constantes cualquiera, puesto que sus derivadas son iguales a f(x) y 
р(х) respectivamente. 


En general, si F(x) es una antiderivada de f(x) es decir que F'(x) = f(x), por lo tanto 


F(x) * c, también es una antiderivada de f(x) para cualquier constante c, puesto que su 
derivada es igual a la función f(x), es decir: (Ғ(х)ғс)- F'(x) = f(x) 


DEFINICION.- Si la antiderivada de f(x) es F(x) sobre 1. Entonces la función 
G(x) = F(x) + c, se denomina la antiderivada general de f(x). 


El significado geométrico de la antiderivada F(x) de f(x), es que cualquier otra 
antiderivada de f(x) es una curva paralela al gráfico de y = F(x). 
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OBSERVACION.- Resulta claro que el cálculo de antiderivadas o primitivas no 
determina una ünica función, si no una familia de funciones, que 
difieren entre sí en una constante. 


El proceso del cálculo de antiderivadas o primitivas se suele denominar integración y 
se denota por el simbolo [ , llamado signo de integración, el simbolo | f(x)dx se 
llama integral indefinida de f(x). 


DEFINICIÓN 1.- Si F(x) es una antiderivada de f(x) sobre un intervalo І. 
osea F*(x)= f(x), entonces a su antiderivada general 


G(x) = F(x) + c se denota por: 


Al cual le llamaremos la integral indefinida de f(x). 


NOTA.- De Ја definición de la integral indefinida se tiene: G'(x) = F'(x) = f(x) 
es decir; 
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PROPIEDADES.- 


De la definición de integral indefinida se tiene las propiedades: 


1) 24| feodo =| /од4у-(Ғод +с)'= F'(x)- f(x) ósea que “La derivada 
x 


de la integral indefinida es igual al integrando" es decir: 


2) af f (x)dx) -( Годахуах- f(x)dx ósea que "La diferencial de la integral 


indefinida es igual a la función integrado por la diferencial de x, es decir: 


3) Si fes una función derivable en І, entonces una antiderivada de f’ es Гу 


| вддсь foe 


4) Se conoce que 4(/(х))- f" (x) dx, luego de la propiedad (3) se obtiene: 


OBSERVACION.- De las propiedades (2 y (3), a la integral indefinida también 

podemos interpretarla como una operación inversa de la 
diferenciación, puesto que la integral indefinida al actuar en la diferencial d(f(x)) 
reproduce la función f(x) más la constante de integración. 


Ejemplo.- Соп las propiedades de la integral indefinida, se tiene, que por simple 
inspección: 


3 3 
1) Ге +3х кве [ar 29 + +2x+cC 
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2) Ге - [ае E +e 


2 4 4 
3) [ícos3x -sen ахуй = | 46:25 4 =— xX =з 4 = Ж. 


n-i 


п-1 
Xx 
= nz-l 


х 
)= 


n+l n+ 


4) Pra: = ІС 


DEFINICIÓN 2.- En toda integral indefinida fr (x)dx, a la función f(x) le 


llamamos función integrando y ala variable x le llamaremos 
variable de integración, la constante c ев llamada constante de integración, а 


fr (x)dx también se lee "integral indefinida de f(x) diferencial de x” 


NOTA.- Sugerimos al lector el dominio de las fórmulas básicas de integración, de tal 
manera que, en el estudio de las técnicas de integración sea amena y agil, 
para tal efecto hemos agrupado en cuatro partes las fórmulas básicas. 


15 FORMULAS BASICAS DE INTEGRACION.- 


PRIMERAS FORMULAS BASICAS DE INTEGRACION.- 


1.5.1 


Sean f, р funciones derivables, К y c son constantes, entonces: 


(1) [o =х+с O [ Kf (x)dx = к| f(x)dx 


© [асо = roc (2) frase 


OMS 


Sea u = f(x), una funcion diferenciable en x 


(%) fura" IE (7) |-шішіне 


n^ 
n+ 


© 
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(8) e“du=e" +c a" du ==— +c ,a>0, а= 1 
Ina 

ja = аав) +e (1) ja EXE 146 

(2 | pon 11228 а 


Ejemplos de aplicación de estas fórmulas. 


Calcular las siguientes integrales. 


[ x(a — bx? dx 


Solución 


Como x(a—bx?)=ax—bx?* entonces: 
2 bx* 
а-ы dx = | tax- bx? dx =a [xdx- b х?ах i dan 


m пу? 
(Е ж) А 
Solución 


A la función, se expresa en la forma: 


m пу? 2m m+n 2n 
(x -x) ET. -2х 135. . T m«n-M2 2х-1/2 
AAA a O —2х +x 
ЕЁ dz 
= dd -2хӨтөэн- 1)/2 4x C02 
(x" -x^)y 4т-1)/2 2m*2n-1)/2 1/2 
entonces [aj EE ARA вэ?” 
Ух 
Ги 2x (2m+ 2n*1), 2 y (4712 


"mci (2m +2п+1)/2 “ату?! 
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4m +1 2т+2п+1 4п+1 


4т-1 2т+2п+і 4n+1 
24х 44х zip |, 
(б)  [Ge-Jx«ndx «na: 
Solución 
Efectuando la multiplicación de (х—-/х + Dex +1), es decir: 


(x-Jx + Dx +1) =x"? +1, entonces: 


fa —-/х 4 tex «ах = far? +1)dx = 2x 
(9 [POLE q 
g'(x) 

Solución 


ТОО, 200.80) - 709: о, РЗ 
(х) [е(х)]* 


Se sabe que la diferencial de un cociente es: d "ET 


Ahora reemplazando en la integral se tiene: 


(500.7(3)-1 (o (5) дэс: | 4—10 400, 
[g GO] gx) go) 


(5) (¡Za 


x 
Solución 


A la integral escribiremos en la forma: 


3 
(a 3 23 + Гах Zane аы 
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[ ах 
х? — 4x 413 


Cuando en el denominador se tiene una expresión cuadrática como en éste caso, se 


Solución 


completa cuadrados. 


х? - 4x «13 = (x? - 4x 4) +9 = (x2)? +9 


1--5-- - [.—— 2. ары”, tc 
х? -4x 413 (x-2))49 3 3 
[ х-1 d 
х? +2х 
Solución 


Cuando se observa que el diferencial del denominador se encuentra en el numerador 
o su diferencia esté en un factor de proporcionalidad, en éste caso se aplica la fórmula 
(7) es decir: 


Sea u =x" 42x = du 2(x+1)dx, de donde, ahora reemplazando en la integral: 


1 
[ Edi = |*= inulte --In|x? +2x]+c 
Хх” +2x 2 
EL 
l+x* 
Solución 


En forma similar al ejercicio (7) se tiene: 


di 
Sea u=1+x? > du=4x dx > а= 


Ahora reemplazando en la integral: 


[ х ах 


= [аш == inita" | tec 
1+x* 
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© 


[x«t 


Solución 


En éste ejercicio se aplicará la fórmula (6) es decir: 


Sea u=ax+b = duzadx > d=" 
a 


Ahora reemplazando en la integral: 


312 du _ 5/2 


вс = O M 


2, 3 
ұғы 5а 


| ахь а= [а E 
J a 


Іс Ja + bx" dx 
Solución 


A la integral dada lo escribiremos en la forma: 
Б aee dx= аза у tents -.. (1) 


Ahora aplicando la fórmula (6). es decir: 


Sea u=a+bx” => du-bnx"!dx dedonde x" dye il) 
" 


Luego reemplazando (2) en (1) se tiene: 


[> -f ТІ ЖҰҒА” тау = 
Ala + bx [а+ bx" dx и'7—=—н «6 ——————--€ 
bn Зи 3bn 


f In(Inx) d 
хіпх 
Solución 


En ésta integral aplicamos la fórmula (6), es decir: 
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Sea u=1n(Inx) > du- 


dx | : 
. ahora reemplazando en la integral se tiene: 
x 


2 2 
[m а= [maso al = | un 2 - iu» (263, 
xInx xinx dJ 3 7 
| xdx 
Ji +(14 17)? 
Solución 


A la expresión, agrupemos en la forma: 


Jir ata =й +х?)++х? х2 


=a +x liaa?) 2A x? Je rex? 


| хах se xdx - fas ЕГЕС хах (1) 
ql +x? 41s y : Ji ex? e s? 1+ x? 
ahora aplicamos la fórmula (6), es decir: 
3 xdx 
Sea и=1+{1+х7 > аи = == ЕЕ. 
41a x? 


Reemplazando (2) en (1) se tiene: 


| 1L—— [nme =2\ї+үї+х? +e 
x^ +) 


Axdx 
| 1+ xx 


Solución 


En el presente ejercicio aplicaremos 1а fórmula (7); es decir: 
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Sea u =1+ xx . de donde du ==> dx dx entonces Vi d - 5 du 


Ahora reemplazamos en la integral dada, se tiene: 


f Jxdx 2çdu 


2 2 
=2| ји [+= іп ык | әс 
І+хух 34и 3 3 


eE? Lx In(x? +1)+1 
pa, 
1+х 


En primer lugar aplicamos la propiedad (7) es decir: 


arctg x 2 аг x 
J——— КЭН ае ог ens |- 45; 
lex 1-х к ч 
Ahora aplicamos las fórmulas (6), (8) y (10). es decir: 
— 2 Dra Ze 
AREA ас. E arg 
l+x7 
| E ar 
x (x^ +9) 


Solución 


En los ejemplos anteriores, para el cálculo de las integrales, lo que sé hacia era 
expresar en una forma de tal manera que, se pueda utilizar las propiedades básicas de 
integración en forma directa, pero ciertas funciones no es tan fáciles de expresar en 
forma directa, esto depende de la práctica que se tenga y de la habilidad de la que está 
calculando; tal es el caso del presente ejercicio, es decir, en el cálculo de la integral, 
se hace de la siguiente manera. 


x^ 43-2x* exo «9-43 e za то? +9) 


ahora reemplazando en іа integral dada se tiene: 


12 
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2 2 2 | 2 249 
[ Ў. £3 a i[2-te 9 aec И et Ч 4 2 
x (x^ +9) 37 x*(x*49) 37 x*(x^ +9) x (x^ +9) 


1 24х dx. 52 P» 1 
ш- --1--І ағар----1» 
2:5 35 г x. ч 


ах 
ls +1) 


Solución 


En forma similar al caso anterior, el numerador expresamos en la forma: 


1 =(x? +1) - x? , ahora reemplazamos еп la integral dada: 


Фіат 7 7 
[2$—- ETRE крк +1 „р T6 
х(х +1) х(х +1) х(х +1) x(x +1) 
6 
.[&- [ юэ (aplicando la fórmula 7) 
х хы 


1 
-In|xi--In|x + +с 


[ cos x dx 
sen? x — 6senx + 5 
Solución 

[ cosx dx -| COS х dx =f cosx dx 

sen? х – бѕепх +5 (sen? x — 6senx + 9) – 4 (ѕеп х – 3)? – 4 
sea z=senx-—3 => dz-cosx dx 

cos х dx dz 1 2-2 1 ѕепх – 5 

[— -j -l| [+e = —1n| ————— | +e 

sen x —6senx +5 2-4 4 2+2 4 senx – 1 
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En éstas fórmulas bàsicas van a considerarse los casos en que él integrando es una raiz 
cuadrada de una expresión cuadrática. 


Sea и = f(x) una función diferenciable en x, entonces: 


O f 
Of 


© 4 


em тына, а>0 


Nota.- Las integrales de este tipo se calculan completando cuadrados. 


Ejemplos de aplicación de estas fórmulas. 


Calcular las siguientes integrales. 


dx 
de ccs 


Solución 


14 
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En la expresión completamos cuadrados: -x!-6x-623- (x? *649)-3-(x43) ? 


ahora reemplazando en la integral y aplicando la fórmula (1) 


x3 
— arcsen( Je 


45 


| ах Ф [ dx 
Ү-х2-бх-6 * (3-(х 3) 
| ах 
45 -2x4x? 
Solución 
Completando cuadrados en la expresión 5—- 2x 4 х? se tiene: 


5-2х-х2-х7-2х4144-(х-1) +4, ahora reemplazando en la integral y 


aplicando la fórmula (2) 


-= |- z]nlx- l«45- 2x4 x? | ёс 
om y +4 


І-- 2x x? 


[ dx 
xy1-1n? x 


Solución 
dx 
[^f E. 
xV1-1n? x Al-In* x 
Sea u-Inx => LÀ „.. (2) 
х 


Reemplazando (2) en (1) se tiene: 


= агсвеп(#)+с —arcsen(Inx) + 


[ dx -| du 
xN1- 1n? X (1-и 
[ume sen x. COSX р 


42 - —sen^ x 
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Solución 
A la integral dada escribiremos así: 4 y 
Jeen sen X COS x | Rm 2sen x. cos x de +002 y 20) 
2 -sen* x sen x 24 a - (sen? x)* - (sen* х)” ( 
Sea u-sen'x => du-2senxcosxdx ... (2) 


Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 


f senxcosx sen x COS X n x 


1 1 se 
x => aresen = )+с ——arcsen( )*c 
US aen m ubES 2- т 42 2 42 
(5) КЕ —2x —İ dx 


Solución 


Completando cuadrados: x?-2x-1=(x-1)?-2, reemplazando y aplicando la 


fórmula (5) se tiene: 


fve -2х-1 dx= [(х-1)? -2 dx 
= 14а -2х-1 -InIx -1« 4x? =2x-1 | +c 


Solución 
Completando cuadrados: 2ах- x? =а? -(х-а)’. 
Ahora reemplazando y aplicando la fórmula (1). 


a 
)*tc 


| <= = [4 =arosent— 
42ax - x? ` Ja? -(х-а) к; a 
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(8x —3)dx 


ЇЕ сенсе 4x! -5 


Solución 


Cuando se riene éste tipo de integrales, en el numerador se pone el diferencial de la 
cantidad subradical, luego se resta ó suma una cantidad de tal manera que, resulte la 


misma expresión, es decir: d(12x—4x? —5) = (12 — &x)dx 


poems. (8x –3)ах AA [ (12—8x)dx 


dx 
se ыны... ihe m СНЕ 
412x- 4x? — 412x-Ax? -5 412x - Ax? —5 Je 


йә, adi ах 


23 3.5 
h- РЕ". 
(x ) 


e 


=- 34121 ag? Y +3 аз 


2+ х2 m n „ 
ж 4 


Solución 


A la expresión. separamos y simplificamos 


ЕТТІ -J2-x! (42-37 >... Ш 424 x? - > 


44-х5 4(2--х532-х2) datg 42-х? 


“БҮОФР GEI EGRE 


Ahora reemplazamos en la integral dada se tiene: 


E |, 


jas =j- 
ЕР Pm 45-6 722 


Integral Indefinida 


x 
= агсѕвеп 2) Јах 4 N24 x? |с 


42 
(5) | (x^ —1)dx 
(х2 + {а +1 


Solución 


. sa. 42 5 2 
Al integrando divide, numerador y denominador entre х? 


? 
x" -1 I 
— (і. ] -—J)d: 
(x? ыс «] Ж. қ ( =>) X 
? (x? «x^ +1 (х2 +1)ух* +1 AL + АКО 
х? 4 х” 


1 
Ahora hacemos la sustitución: и=х+ 1) => du=(l -——3)dx 
х Х 


1 1 Ї 
и=х+— = и? =x" +—-+2 => x’ +— =u -2 
x x x 


enseguida reemplazamos en la integral 


¡A (x? —1)ах 


? (х? E PE +1 
(1) E. 


x^ +9 


du 1 DE 
=—=атсзес-—+с= 


афа? 2 42 2? 4 


2 
gue аас )+с 


42 |х| 


==... 
13 


Solución 


алсын -| 52 +9) + & 


dic 
ax? +9 dx? +9 : ) х? +9 х? +9 


=; +9 + 25In|x 4x? +9 | -с 
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En éstas fórmulas básicas vamos a considerar a las funciones trigonométricas, para 
esto tenemos una función и = f(x) diferenciable en x, entonces: 


©) І вели и —coSu c 2 (2) | cosudu=sen ute 


б) Гай = асови 42 © : [m үз; de 


G | син -l&[secu-* tgu jio ЕС +29) жс 


Q [sechudu — гис Был aum TE 


(9 ПЕ а Jeosecuz ies da =—созеси+; 


Ejemplos de aplicaciones de estas fórmulas 


Calcular las siguiente integrales. 


sen(x? - 4x + 5).(x— 2)dx 
O | 


Solución 


Sea u=x?*-4x+5 — du -2(x-2)dx , de donde 
du : 
(х-2)- к reemplazando en 1а integral dada 


du cos и 
—— + 


2 
[sen 4x5) - 2dx- | senu. 55-- 82 e 


2 2 


(2) [ cos(sen x + x? ).(2х+ cos x)dx 
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Solución 


Sea u=senx+x? => du=(2x+c0s х)ах. reemplazando en la integral dada 


з 
| eostsen х+х (2х + cos x)dx = [сокии = ѕепи+с = ѕеп(ѕепх+х2)+с 


ix^ +4)х a 
C Pus 


Solución 


Sea и= 4х2 +4 > du- Ze . reemplazando en la integral dada: 
yx“ +4 


figa? +4) а Пен =1п|зеси | «c =1n|sec(Yx? +4)|+с 


UA ЕЗ 
yx" +4 
(4) fermo” 
x 
Solución 


Sea и-іпк > 4и- E , ahora reemplazando en la integral dada: 
х 


fe mm E = сени = Іп|ѕепи | +с = іп | ѕеп(їпх) | «c 
x 


(5) | sec(3x 45)4х 


Solución 
Sea и =3x+5 > du = 3dx > dx = - ‚ ahora reemplazando en la integral dada. 


[secos esc f secu. = In]secu+1gul+e = inier 5) tg(h 5) sc 
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f sec? (sen Js.) 245 eh, 


24x 
Solución 
Sea и =ѕеп ух +x => 1 2Ух +cos Vx y, 
ШЕ Иа 


Ahora reemplazando en la integral dada: 


[secisen dx + adiri, x [sec ? udu =tgu c -tg(sendx x) c 
Xx 


] вес(-/веп x ) tg(/sen xc ig х-[соз xdx 


Solución 


" xe igx cos x. ig xy 
B азч ыг 6 жа БЕЛІ” cos xdx cigx cosx , 


— 
24senx 2 


De donde, ahora reemplazando en la integral se tiene: 
[sec/sen X) tg( sen х Jafe tg xcosx dx 


= 2 [sec u.tgu.du = 25еси + c = 2sec(4senx) + с 


[ 41 + со88хах 


1 + cos 8x 


3 => 1+ соѕ&х —2cos? 4x , ahora reemplazando 


2 
Se conoce que: cos” 4х = 


en la integral dada: 


| Ус созВхах = | Ч2 сов” 4хах - 4 [cos xs 238 UM 
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En estas fórmulas básicas vamos a considerar a las funciones hiperbólicas, para esto 
consideramos una función и = f(x) diferenciable en x, entonces: 


©; [sent udu = coshu +ë Ї PENAS Mr Resin РС 
Є [ tghu.du =In pcosbu|+e | с ейн —njseuhu | «c 


(5) [sec Айман =1ghu +С | овесё ийн -—ctghu tc 


Ejemplos de aplicación de estas fórmulas básicas. 


(1) | sec hx.dx 


Solución 


Como sec hx= Сэр” кан, Жат N 


E - : > 
СӨ ¿se? Pa 


Hacer: u =e" => и = е? dx, reemplazando en la integral dada: 


x 


[ sec hx.dx =2( TR a =2arctg(e? )+e 
) J ES 


e 
2 
@ «l 


(2) | Gsenh 7x —8cosh 7x)dx 


Solución 


3cosh7x 8ѕеп7х 
— A AA AAA tC 


| (3senh 7x —8 cosh 7x)dx = 3| senh 7 x.dx -8f cosh 7x.dx = - 7 


(5) (5% вес р? x.dx 
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Solución 


Sea u=1ghx => du=sech?x dx. reemplazando en la integral dada, y por la 


fórmula 9) de la primera parte se tiene: 


2 N 3 5122 4 
its dx=|5 du =—+c= +c 
115 15 
[ соп? x.dx 
Solución 
2 Еже“ о | a ох . 
cosh“ x.dx = Uu e ^ (e^ +e +2), reemplazando en la integral dada 


: Y 1 23 -3х 
f cosn? xdx = b [e ж” +2)dx Ed esame е +2x]+c 
4 4 2 2 
1 1 х 
=—(вепһ2х+2х)+с =—епһ2х+—+с 
4 4 2 
[ senh^ x.cosh x.dx 
Solución 
senh? x 
[senn* x cosh x.dx = IL senh x)* cosh x.dx = -4С 
Ге * cosh(e* )вепі(е")4х 
Solución 
nh? e* 
Ге cosh(e" )senh(e* )dx = [senhte" )cosh(e" )e' dx = — 
“ du 2 


[sente /x) E 
нис” 
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Solución 


[sem = --2 senh(/x d(x) = 2 coshi/x ) «c 


(8) [ssec x? d 


Solución 
[sec hx ds => [sec hPa 2s унд! +є 


OBSERVACION.- Еп ciertos casos es preferible elegir un cambio de variable en la 
forma mas adecuada a fin que la integración sea fácil de 
resolver y este caso veremos con el nombre de integración por sustitución o cambio 


de variable. 


TEOREMA.- біх- $(t) es una función diferenciable entonces: 


Demostración 


Sca Feo = | / GOdx y definunos 001) = Е(ф(а)) ^. (1) 


Probaremos que С(1) es la integral indefinida de la función /($(1))49 (1) , esto es que 


sc cumple: 
“ай, 27777717 s 
Lo que es equivalente G(t) = | /(ф())ф' (га ... (3) 
аса) а 


En efecto se tiene: 


d 
= кте MA x= 
22 Е(09) 4 (х). х= 0) 


24 


_ dF(x) dx 
dx “а 


= f()4'() pues ———- 
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(regla de la cadena) 


EU TM 


= f(Q$()4' (t) (lo cual demuestra 2) 


Se concluye que: 


Si x= ф(1) entonces | гсдах -F(x)y-F($(0) -G(t) = | Гфа))Ф (1) 4! 


Ejemplos.- Calcular las siguientes integrales. 


[3-2 dx 


Solución 


Sea 1=x-2 => х=1+2 = dx=dt, reemplazando en la integral 


[3-2 dx= | (+2 dt = fut” «2 


3 3 
SEP UT ра 


2 
хах 
== 
Solución 
[ х а [EE | 


20-29 45-22 +С 


sea (-1-x? > хі-і-і = хж--5, reemplazando en (1) 


[= к -[> 2 x dx 


1 20? 
“253 


= =[— T CS = је? 42) 
4 =x? 


-21? «c 
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Solución 


ІШ 1-x!de- озу 41? x dx 
2 2 di 
Sea (-1-х7 => x" zl-t => ade. rcemplazando en (1) 


ES 1-x' dx- [ey i dx= [а-о 


Ж т”. d | En sw. Ju 
-| -24 Ni fer —t "—t ^" ^ yt 


¿Ep E» 2 1 7 3 36 
5 3 7 
Sra dla MAL сүй. 


Solución 


а 
x dx 


Е 
жеш а 


с. ре. Ж. 2 2 214! T 
Ser (7-27"-1-5202 р 75 gp 37 reemplazando en (1) 


.. (1) 


... (1) 
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х ах md 2t dt 


=== - Жет - 3r? 


іг 2 2 3 
z—|—— --—-arctgrec =—arcie(yx” -1)4c 
34141? 3 В 3 8“ | 
[ x dx 
\/х* +1 
dt 4 
Sea (-Хх7-1 => x^dx-— , reemplazando en la integral dada: 
4 6/7 
| х ах -|2--1 07а-7 — деб sagt as 
ЕГЕТ 1 5 30 30 


[fos fre хэс ха) ats 


Solución 


X l+cosx X 
2-- de donde l-4cosx-2cos? — 


Por la identidad cos 


y/2+ 20085. x +4) = 21+ соы5 х + 4) = 24D cos „= "ac PE 


urere - 42005 EA 6 hi cos +& 


Bt, 5-/х +4 
NR зсоз5У* +4 


2442 [2 2cos(S4x +4) =2+2c05 223 = 4E хон ien 
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= Е = 2 cos 51534 


ahora reemplazamos en la integral dada 


[yao (2 4 2cos(S x +4) х "^ dx -2[cos MES x dx 


[yb &2 +2 cos(54 x +4) x dx= 2 [ cos. — dz senec 


32 SAx+4 
= — sen = +c 
5 8 


M BN, LET 
ax Aby FE 


uH 
“схе АШ” 


Las integrales de 1а forma (1) y (2) se calculan completando cuadrado en el trinomio y 
aplicando 11 y 12 de la Іта. fórmulas básicas t 1, 2 y 3 de la 2da. fórmulas básicas es 


decir: 
2 2 
ах кісенде ALP ga -уес-3- 
а а 2 4а 
b >, 4ac—b bs dax-b? 
= + =@[(х + “+ 
art ) as [i > ) FEE ] 
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| ах zi dx 
ах" +Ьх+с а b a 4ac—b? 
4а” 
| ах --8| ах 
Мах? 4 bxc Ча b a 4ac — b? 
(x +) hoc us 
\ 2а 4a* 


Luego aplicar las fórmulas indicadas para las integrales de la forma (3) y (4). 
primeramente se calcula la derivada del trinomio cuadrado 2ax + b. 


Luego se acomoda en la expresión ax +b en la siguiente forma: 


ax eb ex ed]- Hb, como se observa que la expresión 2cx + d es la 
c с 


derivada del trinomio cuadrado, luego reemplazamos еп cada una de las integrales. 


dx 4 (b - — 


(ax*b)dx ат Осх+а) 
Ec RES : [——— 
cd cx^ e dx«e 2c 9 ex^ +dx+e 


сх? «dx e 
aqui se aplica la propiedad (7) de las 1га fórmulas básicas y la integral de la forma (1). 


En forma similar para la otra integral 


LE -n[ 2E. 2єх+4 in 


5 ( dx 
26) ны. E ы 
сх? «dx «e dex? +ах+е Jum rU 


aquí se aplica la propiedad 6 de la 1га fórmula básicas y la integral de la forma (2). 


Ejemplo.- Calcular la integral E 
x^ *2x 43 


Solución 


Completando cuadrado x? 42x 43-2 (x 41)? 42 


x^ +2х+3 (x41)? +2 -F 


Эн 


Integral Indefinida 
s dx 
Ejemplo.- Calcular la integral |--2-- 
x'—7x-10 
Solución 
49 7 9 
Completando cuadrado x^ —7x +10 = (x? 10 -(х-- e 
Т 3 
dx f dx | BA b, x-5 
[=-= — ~ => | |е = 10| | ёс 
TONO E 3 - 
Ела da gba ВЖ З 3: x-2 
2 4 2 4 
Ejemplo.- Calcular la integral f 8. ЗБ 
ү\4х-3-х- 
Solución 


Completando cuadrados 4x-3-x? =1-(1? —-4x +4) =1 -a 


—arcsen(x-2)-«c 


[ dx «f dx 
44x -3-x* 6-08-25" 


Ejemplo.- ^ Calcular la integral [ 


ду 
I us 


Solución 


Completando cuadrados x^ + 6x 413 — (x^ 3y +4 


-Inix 4344 x? +бх+13 | с 


dx 
la +6x +13 "Ham 44 


Р = Й ах 
Ejemplo.- — Calcular la integral T 
47-14 


Solución 
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ар 2x743 


m" 2x-7 3 
Ly a 2 


x!-x412/ 2(x* -7x+12) 
se observa que 2x —7 es Іа derivada del trinomio x^ —7x +12 


(x —2)dx -i[ 2x - 7] 


„же ЫА]. ж. 
х^—7х+12 29 y? -7x+12 24 y? -7x+12 


NC T 017 —E— 
2 


Ta 1 
( 3 2 
^ d 
b au wr 
нс PA |є23--018|--2-Э( 
2 ШЕ 
CO 3 2 
Slipa e 
2 2 -3 
3àx-1 
Ejemplo.- Calcular la integral LE —À————— dx 
4х —4x+12 
Solución 
3 4 3 1 
3x-1=-—[8x -4+-—] == (8x -4) += 
Ч 3! 4! ) 
[— 3x- - |—— = 8х-4 desi | > dx 
4x? —4х+17 4x? E 24 4x^ -4x «17 


-Зац х - 4x +1714 [— 7m 
8 L +4 


X—— 


1 
=? шалығы. Za 
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= m4? ЭШ d 


(3x - dx 


4 2 


Ejemplo.- Calcular la integral | ——————— 
x^ +2х+2 


Solución 
3у-1-4(242-11-200х42)-4 


se observa que 2x + 2 es la derivada del trinomio 


г (x- Xx 226 =з pARL 2x42 


de Lari +2x+2 ў аа 


dx 
—— НОТ a 
Wwe +1 
-34x! 2x42 -AIn|x «1a x? «2x42 | ёс 


(4-7х)4х 


Ejemplo.- ^ Calcular la integral PTS v 
Vx" +2х—8 


Solución 
4—7х = mss 22, = EU. +2)+11 
2 7 2 


se observa que 2x + 2 es la derivada del trinomio 


[ (1-7х)/х  7ү 2х+2 f dx 


- y === || | тү-с----- 
Jx? +2x-8 2) 4x? +2x-8 ! {ох +1)° -9 


=- +2х—8 +11[х+1+-/х? +2x-8l+c 
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оз 9 95 95 6 s 


© © © 


Calcular las siguientes integrales indefinidas inmediatas: 


ju ma -28х y 


Мах? - bx? 


f X COS x.dx 
(xsen x 4 cos x - 1)" 


dx 


| (14- x? )In(x FEN әз”) 


[in COS x). tg x.dx 


2-5 
— dx 
х 


oe y” dx 
Ма 4 bx" 

ГЕ аери dx 
1+ 4x? 


dx 
mer 41-x? 


ГЕ (1--хіпк) de 
X 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. - 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Max? -Әхі «c 


(xsenx-cosx -1)! " 
MÀ O 
1-т 


2х "AT ҒЫ )*c 


In? (cos x) 
v ru 


= 


Zarna? e 


ЕЖ cur 4-6 
nb 

2 2 
in(1+4x")_arctg (2x) |. 


8 4 


1 
— — HCE 


2(arcsen x) Р 


arctg(e" ) « c 
arctg(a" ) «c 


e'Inx4«c 
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© © 0000005005 O9 


© © © 


[x^ anx«nes 
"e T ES 
[s Aa +x m 
X 
| sen2x/1+2c052x dx 
[Ухо —4)! dx 
| х ах 
а Бх” 


pe 
px+q 


dx 


| хах 
Мх +18: 
| CURE 


| хах 
| x dx 
416-9x? 
нх NT 4X5) 
| 


dx 
14-Х7 


| e dx 
a+be' 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


2 


—e* «In|x|4c 
3x4x 


ET *2cos Ap +e 


L ы 
—(x"? E 


| 2 
—lIn|a-4bx^ |4c 
2b 


е ж. In| x + 4 
р 3 


| 
G^ D? «c 


“Ж 
+c 


1 3х 
—агсвеп(——)+с 
3 4 


3 
ЕШ! ах? J +e 


237 labe [4c 
b 


“Ч аг 
р 
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O 


O 6 


© © © © 


© © © ® © 


[ dx 
44 (x -2)? 


| хах 
6-(3-2х2)” 


[ге 
1-С08Х 


| х(х7-48) 


pue x dx 
a*bigx 


“В 


| sec? x dx 
6421g! x 


|” 3 дү 


d 
[els 


2 : ЕЭ 


| ж. 


9x? -x 


[ е” +senx 


Че" -cosx 


dx 


dx 


POM. “ЭРЭЭ 
J sen? xYctgx—1 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
— 


] 
Rpta. 
P XB 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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1 3 
4 arci 822) “с 


3+2х? 


46 


NX arctg( 


alé 


)+с 


іп |1 —cosx | + c 


2,6, 1 
—(—) HU) + 
2545) 1 56-15 М 


2 1 х+3 
-—--—]n| | +0 
3 х-3 


24е" —Ccosx-4c 


TN +C 
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1 
(x? -2x 41)? 


1-х 


ах 


| senh x dx 
(1+ cosh х)? 


ІШ le" "*dy 
[ ах 

а?х? —p? 
for COS X dx 


l+sen x 
¡Za 
X—COS X 


E х dx 
1-е фх 


© © 0000 0 © 


Pan 
жый 
== 


Rpta. 
Rpta. 
Rpta. 


Rpta. 
Rpta. 
Rpta. 
Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
Rpta , 
pta. ) 
Rpta. 


Rpta. 
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1 | ax—b 


——in| 


2ab ax b 


| +с 


а" 


+c 
Ina 


In|x—cos x | + c 
1 bx 
—In]l-e “|с 
b 


A 
3b(a + Бх? ) 


рт 


- — c 4 
2(1 4 tg 2x) 


ыз 
С^ 


© © © 


© 0 000o 


© © © 


4 ах 


ЇЕ 4х2-20х-9 
| EZ arcte x dx 


Le de за? х? 


| ах 
cos? зай +tgx 


dx 


¡aten 2х — Jarcsen x X 


4i-x? 


[ lnx dx 


x(1 1n? x) 


xInx — (14 x? уага 
Ен x^)ar ВХ de 


x(1+x?)1n? Ж 


[22255 


х= 
хе 


ЇЕ * (x1n? x*xinx-D) 4. 


In? x 


p ru arcsenx — х 
E —XxX^ (arcsen х)? 


dx 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Eduardo Espinoza Ramos 


2 arcsen( pes З, tC 


arctg? Ax «c 
2. e tg x +0 
3 


-34 1-3" - (arcsen x)? +С 


Хавай хэс 


arcte x 
Inx 


arcsen x 


Integral Indefinida 

g(x).g'(x) 
| лы Л +р ? (x) » 
[e dx 

In(2x) 
| Iba 

2 4 x 4 Загар? x 
Ie >" 


sen x cos4/x 
—— —— dx 
A 


[282 +102 x 
3x 


© © 


dx 


| еа 


| хах 
(14 x ^)arctg! x? 


| sen 2x dx 


3 
COS^ X44 


o o O0 б 


lex sen(4e* + 2)dx 


І (x +2)? dx 


O 


4x? бх? +12х+4 


Rpta. 


Rpta. 


37 


Rpta. 4 4 g^(x) TC 


Rpta. e^ «c 


Rpta. In x —1n 2. Ln |x In x 

1 2 3 4 
y + x^) + 2arctgx + Fidis хэс 
Rpta. — cos? 4х жс 


um. 12x] ii іх | кебі 
6 9 3 


Rpta. —e* +c 


Rpta. e" +c 


1 
Rpta. —— —— — +С 
4 arctg” х? 


Крга. -In|cos? x+4|+c 


Кра. -i cos(4e* +2)+c 


2 rL—————— 
Rpta. ES +бх> +12х+4+є 


© © © © © © © Ө |> 


© © © 


je мат” 


сы 


ах 


райе 


E] 2 13. 
43-43х7 


(x «D? +1) их? +1)+2x? 


к” 


e' dx 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Eduardo Espinoza Ramos 


? 


х 
dió 


45 


u (х + 4агсѕепх) «c 


хє" In(l e x? )4c 


| Үзх” 34” БӨХ" «12x 49(x? +x? +x +l)dx 


+ 


Ы 


Rpta. zo 4x? +6х2 +12х+9)5 +c 


| ах 
x(In(In? (In x))).(In(Inx)) In x 


pena 


2% 
14-x^ 


[ (х-2)4х 


Мх? - Ax 413 

] 1 
X у 
| a 25-38 


senx—xinx.cos x 
————— T — —— dx 


2 
xsen” x 


[ lnx dx 
(1-іп! хх 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


1 
3 In Hn] нг Пах 4c 


3arctgx+ а Lex) c 


ЇР 2 
--агсвеп(х”)-с 


Ax? - Ax &13 әс 


Мше olet 
2 


Integral Indefinida 


© 


© © 


© © © © © © 


© © © 


à 
| х 3 


1-х 


"а 


sec? x dx 


— x+4tgx+1 


Dem с 7 


4 +x? 
| ах 
| ах 
45-4х-х” 
| ах 
41 5«-2x-x? 


dx 
| xN4—91n? x 


[ e? dx 
: 2 эн 
dw 43 
[ sen x dx 
> 
42 — cos? X 


І ах 
15-бс-9х! 


ах 
JS -2 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


i arcsen(x^ )+с 


jare E iod 


In|tgx 424 tg? х+41рх+1{+с 


Wita? -31n x dv? +1 1e 


—arcsen(e *)+c 


x42 
arcsen( 3 )*c 


arcsen 1) +C 


3 
- атсчет1пх ?у+є 


—arcse © 


Хе 


T 


- т. - l + 
— 8 21 с 
3 46 


1 3х-2 
— агсѕеп(: )4« 


3 ү? 


A 
©з 


© © © © © 


© ©0000 


© 


f cos x dx 


4-2-sen? x+3senx 


dx 
| Мох? —6x +2 
[ 3dx 
хч| 4107 x +9 


[ 3х ах 


ух“ «6x? +5 
І ах 

Мх? + px*q 
| e^ dx 

ЛҒ. кез 


| dx 
4-26 -16x -2x? 


| {п хах 

х\Її+41пх—1п° x 

[ сов xdx 
“вен? x+senx+l 


[ sec? x dx 


Aug х+1рх+1 


[ Зх +1 


\[5х? +1 


Eduardo Espinoza Ramos 


Rpta. arcsen (2 sen x— 3) + c 


Rpta. Indra oe! —6х +2 | 40 
Rpta. 1n |2Inx ean? x49 [4c 
Rpta. Žin? 434 x^ 6x? +5 [4c 
Rpta. In| efe ЕГЕТТЕ 


Rpta. Inje' lie «ед |+e 


x+4 


Ж 


1 
Rpta. —— агсѕеп( )*c 


Дд 


Rpta. -afl -4inx-In? x -2 —- 


e 


+1In x 
J5 


Rpta. In|2sen x+1+ 24sen? x*senx-l|-«c 


Rpta. 1n|2 tg x 14 2 tg? x4 24g 2x «tg x 1 | 4c 


Rpta. ginis ése +1 Ics? +1+с 


Integral Indefinida 


© 


© © ® бб 


© © © © ® 


[ (6 — x) dx 


44x? -12x 47 


41 


Rpta. ШЕ —12x+7 ES -]2x 47 “с 


[ 4 ах 


Rpta. 4In | (tg? x - D etg? x—21tgx 3 |4c 


cos yy] -sen 2x + 2 cos“ x 


| cos” x(tg? X 20) 


(sen x cos xy 


SCC X — lg x 
[ сасық as 
SCC x +19 x 


pS (8x — 3) dx 
"rem 


[ dx 


[ COS ах dx 


Ёс ? 
a” +sen ах 


І v +2x+5 dr 
[xa 
| үх? + x dx 


[4e 2024 


Rpta. In | secx + tgx | - In [sec x | + c 


E 28 к= 
Rpta. -—2412x - 4x? -5 +Z arcsen( E TR 
1 ? 3 
Rpta. арха? tp | +c 
ә 
Ї 3 > 
Rpta. —in|sen ax+Wa? +sen” ax | 4c 
a 


r+] 
Rpta. —— Vx” ? 42x45+2In|x+1+4/x? +2x+5]+< 


2х-1 | 


[ 3 9 2x 
42—-x-x Mie 3 


2х +] ? 1 ? 
Rpta. : ух + = |2 +1 217 +х [e 


ү-! 1 ? 
Rpta. ax? —2х+2 +—1п|х-—Ьъаад^ Эу 42 | +0 
2 2 


& 60G 00 026G| 


© O 66 


КЕ -2х-3 dx 
І 6x—x* dx 
[ dx 


dx 


Eduardo Espinoza Ramos 


xl fet -2x-3-21n|x- ef 23 [+0 


Rpta. 
— 73 


x-3 
2 


6x-x^ + m arcsen( 2. 
2 3 


Rpta. )+с 


3 3 


Rpta. inn? (х -1)?3-«e 


Rpta. 22x 41e Jx)—2( arctg J2x +1 + агсів Мх) +е 


dsena 1, | sen л 
зээ l (sen x 4 х cos x. In x)dx Rpta. xf M 
X 3 
[ E dx Rpta. In—.InjinSxi+Inx+e 
хіп5х 5 


І ах 
ех +4 


dx 
| Ax +1 


" 
Za 


| dx 
e In(2 дүн хэн x+ Am 


c 


ха 
[жө 
[ 2е* +e” 


de" -4e " 


Rpta. -үт\!+4е | +с 
4 3 1 
Rpta. +}? Max +1)? 4c 
Rpta тах dup uda 
"U^ 3* wd | 


Rpta. Jin x In x +... +20 


3 
Rpta. + np -Bire 


Rpta. In/V30? —43/3-4e ?* |+с 


Integral Indefinida 


Rpta. 2 arcig e" -l +e 


Je? +2 


cdi AA Rpta. 246: +2 да 2 жады 
e" dx 2 зээ 1,2 
| Rpta. —(e* -1) ^ —2(e* +1) 7 +c 
Are 3 
] X 
[- ==. Rpta. == 
x (Inx- 1) 2x ' (Inx - 1) 


5000p 
2 


| [ех Лечев = +1n((1+x?) х?е*-х? J+ fe" zd 4 
che +з} CS IU T ий! = ” 
"T. Ме“ «xe? -x^ -1 


Rpta. ес exin (+x? rare 
[senta + bi Rpta. DENIM 
(з) peu. Rpta. —cos(In х) + с 
т 
| cos(2 — x^ )dx Rpta. -Lsn -rte 
sen^ 4x 
(57 | sen* 4x cos 4x dx Rpta. "m d 
| їе (2) sec? (Dax Rpta. 2: (+c 
ийг P nal Тай.” 
| 
CERE Rpta. — cos2x +c 
4 cos? x—sen” x 2 


43 


& 00000000? 


ші 
Ж» 
ма 


© & © 


Eduardo Espinoza Ramos 


| cos(sen x + 2x)(cos x + 2)dx Rpta. sen(sen x - 2х) *c 
| tg(sen x + 5) cos x dx Rpta. Іп | ѕес(ѕеп х + 5) | 4c 
2 sen(Inx) 

[sec (cos(In x)) ——— ах Rpta. —te(cosinx)+c 
| cos(sen x) cos x dx Rpta. ѕеп(ѕел х)--с 

dx 
[еп ух = Rpta. —2 сов-/х +e 

"1 


fie 43x +] Rpta. Sin [sec A 3x +1 | «c 


dx 
A3x +1 


[« (ш) E Rpta. in|sen(Inx) | «c 
Ж 


Е Rpta. 21п|вес-Йпх | ёс 


Inx 
[ => — dx Rpta. 3 tg(1—4x) c 
cos” (1— 4x) 4 
cos? x dx el cos? x 


1-вепх 


ше 


4--5сов: x 


y 
1-8. эн өз see 
los 
chefs 


1 31 
Ыра. — агсїр(—=^) ded 
4+5sen? x 6 2 


Integral Indefinida 


[4 *senx dx Ера. – 24/1 -sen x +c 


l4 tg 1 
¡2 a Rpta. тнщ s |« 38 
sen2x 2 2 


[4 -« cos2x dx Rpta. 4/2 senx «c 


[Wi=cos2x dx Rpta. - 42 cosx+c 
[4 + cos 8x dx Rpta. E sen 4x +c 


[4 —cos8x dx Rpta. A eos4x+e 


[ sen ¿cos х.„/1р x.sen x dx Rpta. 2cos4cosx “с 


cos бх + 6cos 4х +15 соѕх +10 
[mE Rpta. 2senx+c 


cos 5x + S cos Зх + 10cos x 


& & © (0 © G O G6 ® 9 X9 oO 


э h( 3 
|= cosh(x? +3) х Крка. ma +С 
к= Rpta. In| tgh [+ +€ 
senh x.cosh " x 2 coshx 
e” e 
f е?“ cosh x dx Rpta. R—— RE 
6 2 
[e senh x dx Rpta. „Ж Г” 
4 2 
3 2 cosh! x cosh' x 
[sen x.cosh" x dx Rpta. 7 Y +‹ 


& O @ OG ® ® ® @|# 


© @ б 


[Tane+Inx.Ine* )dx 
x 


7 
2/3 4 senda cos3x+x 


х +х е 3 
ыле алала. 


х 


pera. 
IE 4 4 x? dx 


[ 2ax - x? dx 


[Ea (х? +2х)ах 
Me +3ҳ2 +1 +3x? +1 


ШЕ 


me 


foxe ° dx 


- 


2х x 
ГЕ e 3 5 
e^" -2e* -3 


(6 - 2x)dx 
BM 
Ұ8-4х-4х” 


dx 


ГЕ +3х 
7 
х” 4-1 


(2x + 5)dx 


х? +2х+5 


Eduardo Espinoza Ramos 


Rpta. e* Inx+c 
sen3x 
Rpta. 5 ix +1пх+с 
7 3 
1 ] 7 
Mii. “== HE 
ы ез 
1 
Rpta. queno ) 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


a х-а x-a 2 
— arcsen A2ax -x7 tc 
2 a 2a 


нэ *3x^ 27154”: 


1 x? 
3 аца) +С 


Зе чє 
хө Є"-3)4с 


48-4х-4х2 7 2х+1 
----------і--АГсСвеп 
2 2 


pe +д лий? +1)+с 


Injx? +2x+5|+ аав +e 


Integral Indefinida 


& eG OO 0000000 


(x 3)dx 
[х 42x 


N 


4 
| ха vcos х dx 


f tx 
Sx^ —20x +23 


[ dx 
х? -2r4 


| ах 
41-5 -124— 3" 


в 


| х ах 
54x! 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. —— 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 2 


Rpta. 


47 


ух? «21 42In[x «1 N x? «2x | «с 


1 A5( (x-2) 
— arc —— ———— c 


415 49 

ажи Эн 

A NA 
5 нг 


arcsen Ac 


ED s 


T Л 


X 
2 arcus 2 -] tC 


pee шет. 3- 439 
24/39 r-34 439 


In(Inx) +‹ 


| 4c 


A 
> 


& GO O9) Q0 


e 


& @ GO O0 


f 


pear № 
1+х° 


di 
ane 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Eduardo Espinoza Ramos 


ME y? i + 


Г + e 


2 1n y А 
е Кра. In(In" x +1п х) + с 
Жіп” x+Inx 
х dx 2. 4-7x 
= Rpta. — tc 
apa тұты ш 
[2 42x —3 ах 
(e "* 41 
$m e 15. = 
Rpta. асаа а Бақ * arcigs/2x -—3]+‹ 
"ER. 
| хухэл ах 2 Rpta. en ч E La а 
[2-5 ах Крга үн 2-5)" * -— 4 —5x)*'* 
dx 3 372 
| == Rpta. —[(x+1D)"*4+x""]+c 
Ix +1 -4x 
БЕДЕ: ах Ыра. — (1+ x) 5 sa) 4150 7 +0 
== 2 s2 8 зға 
IEEE dx Rpta. gH uem tc 


Integral Indefinida 


© © 


© 0 0 O6 OO 


@) 


0 


© 


@ © 


F x dx 

3/9 + х? 

[ dx 
nsa a" 


[^od 


| е 
2(e* + m 


ЇЕ -5х49 к 
х“ —5x4 6 
ЇЕ -3Х- 8 ix 
x^ —2x+1 


2 
[ x = 4 
(х +2)” 


(4х + 5)dx 


х? 42x42 


(3x - 5)dx 
х? -8xr442 
| шэнэ РЧ 
X^ +4х+4 


(х? +1)dx 


(х? ж3х-7Р 


Rpta. 


"le? -4 - 2e?" (e +2), di 


ЕСІ ЕТ: 


2 


Rpta. 


Rpta. Sasi tx)! (Л %х-2)4с 


14 H 12 
Rpta. (x*3) б(х«3) d 3(х +3) 
14 13 4 
Rpta. Linte" £2) - Je" -4-с 


Rpta. AA 
X — 


Rpta. 


AA 
x-1 


x—4Aln|x 42] - 


Rpta. 
Р x42 


Rpta. 21n|x? +2. +2] +агсір(х+1) +с 
E 

3 " її х-4 

—1n|x^ -8x 4 42 | +— arctg( ——) * € 

2 4726 426 


7 
Rpta. 5In|x *2|]4 —-*c 
+2 


—— 
3(х° +3х- 7) 


49 


S gaxtypee 


50 Eduardo Espinoza Ramos 


2 2 2447 i 
pea obi, M0 н 


а-ы аты 
Rpta. e"ln(x? +1)arctgx+c 


гасыз [сы ente, 


Aix? 


]dx Rpta. е? 14 x^ senx sc 


2 2 2 
ERES ui ы. е^ dx Rpta. xe' In(1 4 x^ )«c 
x^ +1 
2 2 p. к 2 р 2 1 2 4 
fi i ы ы 247, Жы ы PX x di Rpta. хуі+ x x^ e* Inx4c 
24x7 +х+1 


00 00 бө 


Suponga que f(x) es una función “suficientemente derivable” simplifique la expresión 
dada: 


" £ fa E Pe roads roads Rpta. х (15 f Go) f(x) 
X 


ах» 

b) fo fixy dx Rpta. x f(x) 

c) [treo s ron Ера. 4/'(x)* 5f (x) 

d) frana) + f(x)dx Rpta. f(x)* x(fG)* f'(0) 

e) [ооо fox Rpta. x f(x) 

ig? x қ 
(а) ае ж Rpta. Latis 
COS” x 2 
LR Rpta. 2x 4 S artig? "ЫТ, +1|+c 
1+х*^ 3 2 


Integral Indefinida 


& oO oo 


00 Өш б 


Pue +] Dr - хх 


[o 4x 4 4) ! dx 


sen v. sen(cos x)dx 


l+ TERT: =" 


| (x * 4)dx 


(х? 


YE 
yer les =1 РА 
х —1 А 


1 
+81)1 


— ———— dx 


Белет 
| 
[sec x. tg x. cos(sec x)dx 
ue 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. — 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


3 3 El 

шил 43171 +{ 
ын 

COS (COS X) + c 


sen (sec X) + c 


2 
arcsen x  In| x + 41 ах? | 4c 


In] rex? -1 
xxx? «1 


HE 


in| x]- 


| + 
E 
ах” 


8 


------------ “С 


5 
Sr? +81)1 


51 


фу? +2x +2In]x+14 4/1? +2x | +0 


3 x+ 
јх? +2х+5|+ arte 


1 
tc 


Eduardo Espinoza Ramos 


Mr Ғғ. 2x+1 

(а) E Зађах Крга. а з dl +z агсан M )tc 

4К-4у-ах! : 2 3 

8277-21-43 Р 

[== Rpta. с-іпі|е -3|4c 
E 3-5 
“ӘЖ, C : 

(33) Pr Rpta. 5, M^ эж 


(33) [regen 3-13 Rpta. Va ир +l [+ 


uA 
1. 


Ы 


- 7 


vi ,À senda 2029 3 ,sen 13 "а 
(53) ГЕННЕН eme a "ЭЭ, хыг a Ee 
ұз 3 7 
1.5.8, ECUACIONES DIFERENCIALES MUY SENCILLAS.- 


Una ecuación que contiene una función y sus derivadas, o solo sus derivadas, se llama 


“Ecuación Diferencial” usaremos la técnica de antiderivada para resolver una 


ecuacion diferencial de la forma: 


- (1) 


.. n 


donde la variable dependiente “y” no aparece en el lado derecho. 


La solucion de la ecuacion diferencial (1) consiste simplemente en encontrar una 


funcion у(х) que satisfaga la ecuación (1), luego la solución general de la ecuacion 


yx) = | f(xMxc (2) 


қ - -— m. 
Ejemplo.- Encontrar la solución general de la ecuación diferencial — = 2x 
\ 


(1) es la перга! indefinida. 
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La solución general de la ecuación diferencial dada es: у(х) = рх dx+c=x° +c 


NOTA.- Una ecuación diferencial de la forma de la ecuación (1) puede aparecer 
junto con una condición inicial de la forma У(Х6) Ур y con estas 


condiciones conociendo la solución general (2) se obtiene la solución particular de la 
ecuación (1). por lo tanto la combinación. 


se. (3) 


de una ecuación diferencial con una condición inicial es llamado un “Problema con 
condición inicial”. 


Ejemplo.- Resolver la ecuación diferencia 2 =2x+1, y(0)=3 
x 
Solución 


La solución general es: у(х) = fax + )ах+с =x? +х+с como y(0) = 3 es decir: 


cuando х-0, у= 3, que al reemplazar en la solución general se tiene: 3= 0+ 0 + с 


entonces с= 3, por lo tanto la solución particulares у= х? + х + 3 


OBSERVACION.- El método indicado para resolver una ecuación diferencial 
puede escribirse como integrar ambos lados de una ecuación 
diferencial con respecto a x. 


[Ba = [ох + ах > у(х) = х +х+е 
ах 


También las ecuaciones diferenciales sencillas aparecen en 1а forma: 


.. (4) 


La ecuación diferencial (4) se puede expresar con diferenciales еп la forma: 
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h(y) dy = g(x) dx 


asi las variables están separadas, por lo que se dice que estas ecuaciones son 
“Ecuaciones Diferenciales Separables” y la solución general se obtiene por 


integración directa. 


| [200 5 | аде 


dy x 4x! -3 


Ejemplo.- Hallar la solución general de la ecuación diferencial. F3 Я 
X y 
Solución 
icm dy xà -3 i | 
La ecuación diferencial га -------,58е escribe con diferenciales 
x y 


y dy =x ~x? Зах, quedando las variables separadas 


ahora integrando ambos miembros para obtener la solución 


hes? x -3dx«c > У со! -3у' +с 


3 
Зу -2(x! -3)? + 9с que es la solución general. 


OBSERVACION.- Las ecuaciones diferenciales tienen muchas aplicaciones en 
diversos campos, asi por ejemplo se aplica al movimiento 
rectilineo en Fisica, en Quimica, Biologia, Psicologia, Sociologia, Administración, 
Economía, etc.. en esia sección trataremos solamente del movimiento rectilíneo, 
aceleración constante y movimiento vertical con aceleración gravitacional constante. 


Las antiderivadas nos permite, en muchos casos importantes, analizar el movimiento 
de una particula (o masa puntual) en términos de las fuerzas que actúan sobre esta. Si 
la particula se mueve con movimiento гесШіпео, a lo largo de una linea recta (eje X). 
bajo la influencia de una fuerza dada, entonces el movimiento de la partícula queda 
descrito por su "función de posición" x(t) que da su coordenada x en el tiempo t. 
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posición en el 
instante x 


La función de posición X(t) de una particula que se mueve a lo largo del eje X. 


La “velocidad” de la partícula v(t) es la derivada, con respecto al tiempo de su función 
de posición. 


X 


t=0 
velocidad x'(0) = v, 


Su aceleración a(t) es la derivada de su velocidad con respecto del tiempo. 


En una situación típica, se tiene la siguiente información: 
a(t): la aceleración de la partícula 
x(0) = x Su posición inicial. 
v(0) = vo Su velocidad inicial. 
Para determinar la función de posición de la particula x(t). 


Primeramente resolveremos el problema con condición inicial. 


dv. 7 e 
| g v(0) = vä 


- (а) 


correspondiente a la función velocidad v(t). 
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Conociendo v(t) se puede resolver el problema con condición inicial. 


dx 


para la función de posición x(t) de la partícula. 


La solución de los problemas con condiciones iniciales en la s ecuaciones (a) y (B) es 


más sencillo cuando la aceleración “а” es constante y se parte de: 


х -а (aes una constante) -01) 
де donde vít) = [аа +ср=аї+сү > .- (2) 
para calcular с, se tiene v(0) —vg obteniendo v(f) = at + vg 
como x'(1) =v(t) una segunda antiderivada se tiene: 
x) = [ ка! + су = І (at + vt + с» — (3) 
рага х(0)-- ха entonces с, = xg 
Luego — (4) 


NOTA.- Las ecuaciones (3) y (4) solamente son validas en los casos en que la 
aceleración "a" es constante no se aplica cuando la aceleración varia. 


Ejemplo.- Las marcas de derrape de unos neumáticos indican que se han aplicado 

los frenos durante una distancia de 160 pies antes de detenerse él 
automóvil. Supongamos que el automóvil en cuestión tiene una desaceleración 
constante de 20pies/ seg? bajo las condiciones del derrape. ¿A que velocidad viajaba 
el auto cuando se comenzó a frenar? 
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Solución 


Consideremos al eje X orientado positivamente en la dirección del movimiento del 


auto, elegimos el orden de modo que x, =0 cuando 1-0. 


desaceleración constante: a = -20 


inicio x = 160 
t«0 у=0 
x=0 

у= ү 


En este sistema coordenado, la velocidad del auto v(t) es una función decreciente del 
tiempo t (en segundos), de modo que su aceleración es a = —20 pies / seg? y no 
а = + 20, por lo tanto comenzamos con la ecuación de aceleración constante. 


4; =-20, integrando se tiene v(t) = f- 20dt c, --20 + 


aunque la velocidad inicial no se conoce, los datos iniciales t= 0, у = у, implican 
que c = vo. luego la velocidad del automóvil es: v(t) = –20/ + vo 


como x(t) = ІШ +С) = [ео + у) + с, > |х = 104 + 2299 


al sustituir los datos iniciales t = 0, x = 0 obtenemos с, =0 por lo tanto, la función 


del automóvil es:| x(1) = Н Fi уу” 


El hecho de que las marcas del derrape tenga una longitud de 160 pies nos dice que 
x = 160 cuando el auto se detiene, es decir: х = 160 si у-0 al sustituir estos valores 
en la ecuación de la velocidad y de posición se tiene: 


—201 +v,=0 .-(1) 
—10r* «уу =160 (2) 


de la ecuación (1) vy = 201 sustituyendo en (2) 


-107 +207 =160 > І--16 >t=4 
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vy = 20(4) = 80 pies! seg 


Luego cuando t = 4 seg. el auto se detiene, quiere decir que a velocidad del auto era 


Vo = 201 = 20(4) = 80 pies / seg 


Una de las aplicaciones de las ecuaciones de la velocidad y la aceleración esta 
seleccionada con el movimiento vertical cerca de la superficie de la tierra una 
partícula con este movimiento esta sujeta a una aceleración “а” hacia abajo, que casi 
es constante 8! solo sé utilizar distancias verticales pequeñas. La magnitud de esta 


3 = " 2 3 
constante se denota соп р, aproximadamente igual а 32 pies/seg” о 9.8 m/seg“. 
Si se desprecia la resistencia del aire, podemos suponer que esta aceleración debida a 
la gravedad es la ünica influencia externa sobre la particula en movimiento, como aqui 
trabajamos con el movimiento vertical, es natural elegir el eje Y como el sistema de 


coordenadas para la posición de la particula. Si elegimos la dirección hacia arriba 
como la dirección positiva, entonces el efecto de la gravedad sobre la particula 


consiste en disminuir su altura, y también disminuye su velocidad у= > entonces la 
І 


aceleración de la particula es: a -2 --32 pies! seg” 
0) = [adt +с= [- 324r e 32t e 320 + w 40) 


yt = [vor k = [C320 + vo)di + k =—16° cvy +k. para 1-0, у(0) = y, 


ж-0%5 > k=yp porlotanto y(1)=-161? + vaf + yo ... (2) 


Aqui y, es la altura inicial de la partícula en pies, vg es la velocidad inicial en 


pies/seg. y t el tiempo en segundos. 
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Ejemplo.- Suponga que se dispara una flecha en sentido vertical mediante una 

poderosa ballesta, desde el piso. y que vuelve a tocar el suelo 48 
segundos después. Si podemos despreciar la resistencia. del aire. Determinar la 
velocidad inicial de la flecha y 1а altura máxima que alcanza. 


Solución 


Ubiquemos el sistema de coordenadas en el presente figura donde el nivel del suelo 
correspondiente a у= 0, la flecha se lanza en el instante t — 0 (en segundos) y con la 


dirección positiva hacia arriba. Las unidades en el eje Y están en pies. 


Y Se tiene que cuando t = 48 seg, y = 0 y no 
valores positivos tenemos la información sobre la velocidad inicial 
hacia arriba 


vg pero se puede usar las ecuaciones (1) y (2) que 


a(t) = -g А v(t) — 321 + va 
y(t) --16( vol + Np —] 6 F Vof 


t=0 suelo 
m А : 4 Cuando t= 48 seg. se tiene у= 0 de donde 
НЫ! 


0--16(48)' + 48, => və =16(48) = 768 pies/ seg 
para determinar la altura máxima de la flecha, maximemos y(t) calculando el valor de 
t para lo cual la derivada se anula, es decir, la flecha alcanza su altura máxima cuando 


> V ! 
su velocidad se anula -32/ + v, = 0 de donde Г = © = 24 en este instante, la flecha 


ha alcanzado su altura máxima de у,„„ = v(24) = —16( 24)” + 768(24) = 9216 pies. 


Ejemplo.- Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde el techo de una 
casa de 65 pies de altura y la velocidad inicial es 48 pies / seg. ¿Cuánto 
tiempo tardará la pelota en llegar al suelo y соп que velocidad llegará? 


Solución 
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B V, —48 pies! seg 


а= —32 pies! seg” 
se sabe que v(f) = [а dt = [-7 dt tc 


үй) = -321+ с como para 1-0, v(0) = 48 


48=0+c entonces c= 48 


Luego | у) = — (1) 
Además уй)- | да+ => у@й)= fesz + 48)dt + k 

y(t) =-1617 + 487 +k como 1=0, у(0) = 64 

64=0+0+k entonces k= 64 

Luego | 40) =-16% +486 +64 _ (2) 


Calculando el tiempo transcurrido гс que demora en llegar la pelota al suelo y esto 


ocurre cuando у = 0 dedonde —161? + 4814 6420 => 1? -31-4=0 


(1-411+1)=0 > t=4, t=-1 por lo tanto el tiempo que tomara en llegar al suelo 
es ti =4 seg 


EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


Resuelva la ecuación diferencial E —- (x -2y donde y(2) = 1. 
x 


Solución 


La solución general de la ecuación diferencia) dada es: 
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4 
ga como у(2) = 1 


у(х) = fo —2y' dx +К= 


BET ET 
(2-2) (х-2у , 


y(2) 21-2 SAN + de donde k= 1 por lo tanto la solución es у= 1 


Ө, Hallar la solución general de la ecuación diferencial ха! 4 у? + ул tx) 2 -0 
х 


Solución 


A la ecuación diferencial expresamos con diferenciales 


xal y? dx + ул £x dy = 0 separando las variables 


xdx А уду уау aR 


d т 
=> + == 0, integrando |- dx + [ 
М+х le y? Ї) > Л 4 y? 
de donde Jie x? + 1+ y? =k 


(3) Hallar 1а solución general de la ecuación diferencial (4x + xy? )dx + (y + x? y)dy=0 
Solución 
A la ecuación diferencial expresamos en la forma: 


x.(4 м )dx + у.(1 + х" )dy = 0, separando las variables 


E Fr. А =0, integrando 
Ікх 4+y 


| 24 +Í уау mk de donde Харах ун ang ep 
1+ x^ 4+ y 2 2 


Inl 4 x? 4j4 4 y? -Ink dedonde 414 х? 1+ y? =k 


(1 x!yA4 y))2c 
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Hallar la solución general de la ecuación diferencial xdy- 14 y! dx = 0 


Solución 
xdy + y l+ y! dx = 0, separando las variables 


y + - 0, integrando ambos miembros 


"i + y? x 


j| + р = к dedonde In| y+ Л * у? | +Inx=Inc 
RT 4 у? x 
Inx.(y «4h + уг) =1пс porlotanto x(y- 414 y^) =с 
Hallar la solución particular de la ecuación diferencial sen 2x dx + cos Зу dy = 0, 
(Ez 
АГЫН 
Solución 


sen 2x dx + cos 3y dy 2 0, integrando ambos miembros 


082 Зу 
cos2x | sen P 


| зеп2хах+ [ соѕзуау=к de donde — > 3 


а. E ; л 
сото ET es decir para х---, a 


N [3 


cosT senm 
+ 


=k > 2+0=k nl 
2 2 


2 3 
2) » 
S шиг Ж чы == de donde 2 sen Зу — 3 cos 2x = 3 


La pendiente de al recta tangente en cualquier punto (х,у) de esta curva es зух ‚ Si el 


punto (9,4) esta en la curva, encontrar una ecuación de la curva. 
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Solución 


Por la condición del problema: mL, => -34x de donde 
x 


dy = 34x dx integrando [ dy = [54x dx4c 


3 
y-2x? «c como la curva pasa рог (9,4) entonces 


3 
4-29? 4c >4=54+c > c=-50 
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у-2х/х-50 


La pendiente de una curva en cualquier punto (x.y) de ella es igual a cos x. Encontrar 


- : л 
una ecuación de la curva sí esta pasa por el punto G 2 
Solución 


De la condición del problema se tiene: mL, = = = COS X 
x 


Ге donde Пу = cos х dx, integrando fa = | сов хах-К 


л 
y= sen х + К, como la curva pasa por el punto 2” entonces 


2-senT +k > 2=1+k dedonde k=1 


у= sen x + 1 


En cada punto de una curva cuya ecuación es у = f(x); р? y-6x-2.yen el punto 


(1,2) la pendiente de la curva es 8. Halle una ecuación de la curva. 


Solución 


D,y=| Diydx+k 3 [(x- 2c ms ИС ТАРТ" 


mL, -D,yl|a45,78 entonces 3 2+4=8 > k=7 
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у= [р.у dx«c- |х? –2х + 7)dx*c 


у= х? х? +7х+с, como la curva pasa por el punto (1,2) se tiene: 


1=1-1+7+6 => с=-6 Ло oy-x!-x!4T7x-6 


Una particula se mueve en línea recta, x(t) es la distancia dirigida por la particula 
desde el origen en t seg. V(t) es la velocidad de la partícula en t segundos, a(t) es la 
aceleración de la particula en 1 segundos. 


a) 


b) 


a(t) = 5—2t, V(2) y х= 0 cuando t=0 expresar V(t). x(t) en términos de t. 


Solución 


an=- 5—2t = dv= (5—21) dt, integrando 


V(t) 5t-t? +c para V=2 cuando t=0 => с=2 


por lo tanto | F(t)s 5t 


Уй)-28-5:-4242 de donde dx = (5t — t^ 4 2)dt 
f 52 r 
dx= | (5t -17 +2Mdi+k = VE EE ii ы como x = 0 cuando t = 0 


0=0—0+0+k entonces k=0 


а()-31-1!, у-2 y X- 1 cuando t= 1 expresar X y V en términos de t. 
Solución 


atr) =- —1? dedonde dV = (3t —17 * Mt 
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dV 2|Gr-i ree => vt) = " d | 
f = [6 ( ш 2 3 ( 


3 
como t=], pod se tiene 7M ->с-0 
6 6 YES 


э 3 э 3 
5 3 
V (t) UE NU d de donde dE ұй 
di 2 3 2 3 


— 


37 0 | P ің 
| «= ¡Far = асты 


como Х(1) = 1 entonces 1 E ERT => К sA 
2 Y 12 
1 4 
x(1) = E. * 3 
2 12 12 
(10) La velocidad de una particula que se desplaza a lo largo de una recta en el instante es 


м0) =l +1” , Determinar la distancia recorrida por la particula desde el instanie 
f --/8 hasta el instante 1, —424 


Solución 


Sea X(t) la posición de la particula en el instante t entonces X'(t) = w(t) = 11+? 


La distancia recorrida desde el instante 7, hasta el instante /» es: 
X(t5)-X(5) = X( 24) - X(4/8) ^ (1) 


como X'(r)2w(t) = Xm = | цаас 


3 
X(t) = за (ey? m 
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3 3 
хрз) = +24) ree E XB - 0148 tezte 


98 
como Х(-/2 DA Aa 
(1) Si el conductor de un automovil desea aumentar su rapidez de 20 mi/h a 50 mi/h 
mientras corre una distancia de 528 pies (Сиа! es la aceleración constante que debe 
mantener? 
Solución 
mi 528 88 
Y, =20 —.——=>— pies | хе 
¿e шы. — 2953. 7 
528 pies mi 528 220 
Vy 250 —.——— = —— pies! se 
" 1.5... 
se conoce que 1 milla = 5280 pies 
ademas V (r) = ас de donde У()-а%с 
8 
cuando 1-0, pm = 58 ен => me... 
3 3 3 
V= -а+5 --. (1) 
además x = | “банк . reemplazando xn- | (а! +S disk Мне, +k 


cuando 1= 0, х= 0 => 0=0+0+k =>k=0 entonces |x(t) = 


220 
ahora encontramos la aceleración cuando = 3 t= 


= 528, recmplazando estos valores en (1) y (2) 
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220 88 132 
20(4-2 > t= 
3 3 3a 


12 : 
528-2(12,, 88,132, => 9a(528) = 20328 
За 3 3a 


20328 Ў. 3 
а= а = — pies / seg 
9(528) 18 
(12) Si se aplica los frenos de un carro viajando a 50 mi/h y si los frenos pueden dar al 


xm - з 6 2 А 2 
carro una aceleración negativa constante de 20pies/ seg ^. ¿Cuánto tardará el coche 


en detenerse? ¿Qué distancia recorrerá antes de parar? 


Solución 
Va х, 1 seg 


a = -20pies / seg? 


además Va [-20dt «c = 20 +e 


2 2 
cuando 1 = 0. pa de donde 3 aha =3 „2200 
3 3 3 
.. (1) 
Ч 2 
además х(1) - fro dt c E =| (QQ + Mr ek 
x(1) = -107? жы ^, manco ї= 9. х=) 
- 2201 
=-0+0+k Je durde Ес0 entonces x(1) =-1017 + se. (2) 
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para hallar el tiempo que necesita para detenerse el carro es cuando V(t) = 0. 1 = ? en 


220 11 
la ecuacion (1) 0 = -207 — entonces /= ч seg 


. : 11 
Luego la distancia recorrida es cuando /= qe en (2) 


11 ІІ» 22011 1210 
үу Оут ---(---р 
ҮС) FAS 3 


pies 


Una piedra se lanza verticalmente hacia arriba desde el suelo, con una velocidad 
inicial de 20 pies/scg. ¿Cuánto tiempo le tomará llegar al suelo y con qué velocidad 
llegará? ¿Durante cuanto tiempo está subiendo la piedra y que tan alto llegará? 


C Solución 
"x 
/ қ; 
y ` V, = 20pies/ seg Тас =? 
4 5 
/ Y É 
/ à Tat a = -32 pies/ seg. 
f 1 
і — 
=i ~  À 4 Vr =? porque se opone el movimiento 


V 
como a -4---% = и = |за 
V(t) = -32{ + c para V = 20 pies/seg. cuando 1 = 0. х = 0 
20=-0+c > с= 20 luego У() = -321 + 20 
dx : 
V(t)-— 3 = —321+20 = dx= (-321 + 20)dt integrando 
[а= fesz +20)dt+k x(t)=-16t? +20t +k 


x=0 cuando t= 0 > 0=-0+0+k > k=0 


Luego se tiene x(t) = -16r? +20 
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T,g es el tiempo que demora en llegar al suelo, para esto x 20 => -161? +201 =0 


5 b : 
> 1= 0, 1= Ру el петро que demora en caer es Z seg y la velocidad con que llega 


al suelo es V = 315 + 20 = 20 


pies 


seg 


А i, 
con que llega al suelo; el tiempo que demora en subir es 5 es decir 45% 


EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS,- 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


g) 


h) 


dy x 
dx y(1 x?) 
Тах xi 


dy 2 2 
—=1+Y1+ y? + xy" 
2 8, 


dy е" + 


ах yt e 


(x - yx)dx4 (y ^x? yid; =0 


(х + x y My + y vax 2. 


е”(1+х ) xe" ак = 0 


(e" 41) х drte 'senyxal)do—^ 


Hallar la solución general de la ecuación diferencial. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rp: a. 


Rpta. 


3y? —2in+x?)=c 


2414 x? -3ln(y4l) ёс 


y? 
nin i dE Y, =с 


y? х? 42(e? -e *)=c 
(х? -D° -D=k 
2 
=== +Inxy=c 
NX 
1+2 2c cx?) 


(sen x *l(e" +1)=k 


. por lo tanto V = 20pies/seg es la velocidad 
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Hallar la solución particular de la ecuación diferencial con las condiciones iniciales. 


e. 8 3X^ 2 9 
a) ---3х *—-, y(1)= 1 Rpta. у = — – — + — 
dx х? P P * 4 х 4 
b) ЕА : y(2) 5-1 Rpta (24x42 -5 

dx Аха” шаг 

з dy D 
c) r —-x =l, у(-2) = -2 Rpta. у=х 

dx 


d) (Ах-ху”Ҙаха(ужх?у)йу-0,у(1)-2 Rpta. (1«x^)04 y?)=16 


e) ‚ y3)21 Ера. x? -3x-3y-3In| y[- 21 
dx ун 
2 г 0 
y ESA aei Rpta. (x? -1)* =26*(2y? -1) 
dx y-x)y 
dy л 4 
g) ---2усірх-0, у(-)-2 Rpta. y = 25еп? x 
dx 2 


bh) x(»64Ddx4 y! (x^ +1dy=0, y(0) = 1 Rpta. Загсір2 + 2arctg y? = 


кә |: 


Una piedra es lanzada verticalmente hacia arriba desde el suelo con una velocidad 
inicial de 128 pie/seg. Si la ünica fuerza que se considera es la atribuida a la 
aceleración de la gravedad, determinar: 


a) Cuanto tiempo tardara la piedra en chocar contra el suelo. 
b) La velocidad con la cual chocara contra el suelo. 


€) А que altura se elevara la piedra en su ascenso. 


Ера. а) 8 ѕер. b) 128 pies/seg. c) 256 pies 
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Una pelota se deja caer desde la cúspide del monumento a Washington, el cual tiene 
555 pies de altura 


a) ¿Cuánto tiempo tomara a la pelota llegar al suelo? 


b) ¿A que velocidad chocara la pelota con el suelo? 
Rpta. a) : 555 568 b) 8,555 ріез/ зер 


En un movimiento rectilineo, la función aceleración de un punto ев a(t) = -32 en el 
instante t > 0. Si la velocidad del punto es -20 cuando t= 0, y la posición del 
mismo punto en 10 unidades en la dirección positiva cuando 1 = 0, encuentre la 
función velocidad V(t) y la función de posición x(t). 

Rpta. V()=-32-20  .  x(t)=-161?-201+10 


Una mujer que se encuentra en un globo deja caer sus binoculares cuando el globo 
esta a 150 pies de altura sobre el suelo y se eleva a razón de 10 pie/seg. 


a) ¿Cuánto tiempo tardaran los binoculares en llegar al suelo? 
b) ¿Cuál es la velocidad de los binoculares al momento del impacto? 
Rpta. a) 34seg. b) 99pie/seg. 


Usted arroja una pelota hacia arriba, desde el suelo, con una velocidad inicial de 97 
pic/seg. ¿A que altura sube la pelota, y por cuanto tiempo permanece en el aire? 


Rpta. 144pies , 6 seg. 


Laura suelta una piedra a un pozo, esta llega al fondo 3 seg. después ¿Cuál es la 
profundidad del pozo? Rpta. 144 pies. 


Efrain arroja una pelota hacia arriba, con una velocidad inicial de 48 pies/seg. desde la 
parie superior de un edificio de altura 160 pies. La pelota сас al suclo en 1 base del 
edificio ¿Cuánto permanece la pelota en el aire, y con que velocidad golpea al suelo? 


Rpta. 5 сер. A 112 pies/seg. 
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Una pelota se lanza verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial de 40 
pies/seg. desde un punto situado a 20 pies sobre el nivel del suelo. 


a) Si v pies/seg. es la velocidad de 1а pelota cuando está а x pies del punto inicial, 
exprese v en términos de x 


b) ¿Cuál es la velocidad de la pelota cuando ésta se encuentra a 36 pies del suelo y 
sigue ascendiendo? 


Rpta. a) v?--64x41600 b) 24 pies/seg. 


Una partícula se desplaza en linea recta en forma tal que sí v cm/seg. es la velocidad 
de la partícula a los t segundos, entonces V(t) = sen лї, donde el sentido positivo es a 
la derecha del origen. Si la particula está en el origen al inicio del movimiento, 


: цал 2 l 
determine su posición 3 segundos más tarde. 


Rpta. а ст а la derecha del origen. 
л 


Juanito arroja una piedra hacia arriba, desde el suelo. La piedra alcanza una altura 
máxima de 225 pies. ¿Cuál era su velocidad inicial? Rpta. 120 pies/seg. 


Gálvez arroja una pelota de tenis hacia arriba, desde la parte superior de un edificio de 
400 pies de altura ¿Cuánto tiempo tarda la pelota en llegar al suelo? ¿Con que 
velocidad golpea al suelo?. Rpta. 5 seg. y -160 pies/seg. 


Se arroja una pelota hacia arriba, desde el suelo, con una velocidad inicial de 160 
pies/seg. ¿Cuál es la altura máxima que alcanza la pelota? Rpta. 400 pies 


Si el conductor de un automóvil desea aumentar la velocidad de 40 km./hr a 100 
km./hr al recorrer una distancia de 200 m ¿Cuál es la aceleración constante que debe 


mantenerse? Rpta. 1.62 ын 


seg 
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El punto (3,2) esta en una curva y en cualquier punto (х,у) de la curva, la recta 
tangente tiene una pendiente igual a 2x — 3. Encontrar una ecuación de la curva. 


Ера. y=x?-3x+2 


En cualquier punto (x,y) de una curva Diy=1-x?, y una ecuación de la recta 


tangente а la curva en el punto (1,1) es у= 2— x. Encontrar una ecuación de la curva. 


Rpta. 12у =6х° -x^ -20x 427 


Los puntos (-1,3) y (0,2) están en una curva y en cualquier punto (х,у) de la curva 


Dy -2-4х. Encontrar una ecuación de la curva.  Rpta. 3y = 3x? -2x! +2х+с 


Encontrar la curva que pasa por el punto (1,2) cuya normal en cualquier punto 


(excepto en x 7 0) se biseca por el eje X. Rpta. y! 42x! =6 


La pendiente де la recta tangente en cualquier punto (х,у) en una curva es 10—4x y 
el punto (1.-1) esta en la curva. Encontrar una ecuación de la curva. 


Ера. у-10х-2х7-9 


METODOS DE INTEGRACION.- 


Entre los métodos de integración que se va ha estudiar se tiene: Integración de las 
funciones trigonométricas, integración por partes y casos especiales, integración por 
sustitución trigonométrica. integración de funciones racionales por descomposición en 
fracciones parciales, el Método de Ortrograski, integración de funciones racionales de 
seno y coseno, integracion de algunas funciones irracionales entre ellas las binomiales 
con la combinación de CHEBICHEV. 


INTEGRACION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.- 


Se trata de las integrales que tiene la forma siguiente: 
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| хаг хас, focos" xdr, fe хах, [ee xdx, 


sen” xcos” xdx, | ig^ xsec" хх, Teu" xcosec"xds 
Para calcular estas integrales, aplicaremos los criterios siguientes: 


а) Para el cálculo de las integrales de la forma: 


| Ї sen" хас. feos" хах к 


Se presentan dos casos: 


ler. Caso.- Cuando n es un nümero entero positivo par, se usan las identidades 
siguientes: 


2do. Caso.- Cuando n es un número entero positivo impar, a las integrales de 
este caso expresaremos еп la forma: 


Luego se usa la identidad sen? x «cos? x=] 
Ejemplos de aplicación de este criterio. 
Calcular las integrales siguientes: 


(7) І sen? 3x dx 


Solución 


Observamos que el exponente es par, entonces usamos la identidad 
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1 — cos 6x 


sen” Зх = , luego al reemplazar en la integral dada se tiene: 


sen 6x х Ssenóx 
)+е = 2H 
2 12 


[ зеп? зхас- | @—сов6х)йх=-(х- +c 


Observación: En forma pråctica se puede calcular las siguientes integrales: 


cos(20x) ы 
== E 


Ejemplo: | sen(20x)dx = 20 


sen(18x) АР 
18 


Ejemplo: [ cos(18x)dx = 


En forma similar ocurre en las integrales de las demás funciones trigonométricas. 


(2) [ со 2хах 


Solución 
A L 
Observamos que е} exponente de la función es par, entonces usaremos la identidad: 
2 1+ cos 4х 
cos” 2x = тэ" por lo tanto: 
T 
[ соз“ 2хах= (y dx =: [а+2 cos 4x cos? 4x)dx 


ын Т е Лр 
4) 2 


4 
сей, Ll УС! x , Sen&x 


)*c 
2 © 2 2 


LEB 
= — | (— 4 
26 +20 x+ 
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| sen? 4x dx 


Solución 


Observemos que el exponente de la funcion es impar, entonces a la integral 
escribiremos asi: 


| зеп? Ax dx = | зеп? 4x.sen 4x dx = | 0-сов” 4x)sen 4x dx 


соѕ 4х | cos? 4х 
+ +c 


4 12 


= [sen 4x dx- Í cos? 4x.sen 4x dx =— 


Observación.- En forma práctica se puede integrar las siguientes funciones. 


sen? 2x 
A 


Ejemplo: [ sen?” 2x. cos 2x dx = 50 


cos” 3x 
БЭЭ сэн" шаа 
90 


Ejemplo: | cos” 3x.sen 3x dx =— 
En forma similar ocurre en las integrales de las demás expresiones trigonométricas. 


[ сох? 3x ах 


Solución 


Observemos que el exponente de la función es impar, entonces a la integral 
expresamos asi: 


ЕЗ 3x dx = | cos 3x.cos 3x dx = | (1=sen? 3x)? cos 3x dx 
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= [a-2sen? Зх +sen* Зх) cos Зх dx 
- [cos 3x ах-2| sen? Зх.соѕ Зх dx 4 [ sen^ 3x.cos 3x dx 
_sen3x_2sen*3x_ sen? 3x 

3 9 15 


b) Para el cálculo de las integrales de la forma 


Se presentan los siguientes casos: 


ler. Caso.- Si n es un número entero par positivo, a las integrales dadas se 
expresan así: 


240. Caso.- Sin ев un número entero positivo impar, а las integrales dadas se 
expresan en la forma: 
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Ejemplos de aplicación de este criterio 
Calcular las siguientes integrales. 
2 
[ tg? Ax dx 
Solución 


Observamos que el exponente de la función es par, entonces de acuerdo al criterio 
establecido expresamos: 


-х%с 


[we ах dx = | (sec? 4x -l)dx = = 


Ге 4x dx 


Solución 


En forma similar al ejemplo anterior, por tener el exponente par; a la integral 
expresaremos asi: 


Ге 4хах= | сле? 4x.c tg? 4x dx - | eig? 4x(cos ec? Ax —1)dx 
= ее? 4x.cos ec? 4x dx - | c tg? 4x dx 


3 
=- m u - | (cosec?4x - ах = A 
ES 5x dx 
Solución 


Observemos que el exponente de la funcion es par, entonces a la integral expresamos 
asi: 


ЕЗ 5x dx - fig“ 5x. tg? 5x dx- | 1g* 5x(sec? 5x — l)dx 


шин, 2 


- | ig^ 5x.sec? 5x- | tg^ 5xdx = -fÍ tg? 5x(sec? 5x — l)dx 
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5 
DERE fig 5x sec? 5хах+ fig? 5x dx 


£ TA wo tg? 5x 


tg? 5x tg? 5x " tg 5x 
25 15 


2 SS m—— —— “AA 
+ | (sec 5x —1)dx 35 T 5 х+с 


(4) Ге 5x dx 


Solución 


Observamos que el exponente de la función es impar, entonces a la integral 
expresamos asi: 


tg? Эх Ішівесӛх|| 


›3 EX й = ? = = 
Ге 5x dx Гв 5х.1р 5x dx [бес 5x -l) tg 5x dx T 5 


(5) few” 3x dx 


Solución 


Como el exponente de la función es impar, entonces a la integral escribiremos en la 
forma: 


ferg 3x dx= [eg 3x.ctg 3x dx = [(cosec? 3x - ^ ctg3x dx 

= (совес“3х —2cosec^3x + l)ctg3x dx 

as [cos ec! 3x.cos ес3х.с tg3x dx — 2|с tg3x.cos ec 3x dx + fe tg 3x dx 
... совес 3х Кж.» in | sen 3х | T 


7112 3 3 


c) Para el cálculo de las integrales de la forma. 


Se ргевегіза los siguientes casos: 
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ler Caso. 51 m ó n. es decir, cualquiera de los exponentes es un número 
entero positivo impar y el otro es cualquier número, se procede de 
la siguiente manera. 


i) Suponiendo que m es un número impar y n es cualquier número, entonces a 
la integral expresamos asi: 


x 5 9 3 
Luego se usa la identidad: sen” x ^ cos" x=1 


ii Suponiendo que n es un número entero impar y m es cualquier número, se 
procede de la siguiente manera. 


Luego se usa la identidad: sen? x 4 cos? x=1 


2do. Caso. Simyn los dos exponentes son numeros enteros positivos pares, 


se usan las identidades siguientes: 


y con estas sustituciones la integral | sen” x.cos” xdx se transforma en 


integrales de la forma | sen” хах, las cuales han sido estudiadas 


anteriormente, 
Ejemplos de aplicación de éste criterio. 


Calcular las siguientes integrales. 


Ге x.sen^ x dx 
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Solución 
Como uno de los exponentes es impar, entonces a la integral dada escribiremos asi: 


ЭЛ 
| соз? х.ѕеп“ x dx = | соз” x.sen^ x.cos x dx = | (1-sen? x)sen^ x cos x dx 


1 5 1 
= [se x cos x dx- |sen“ x cos x dx =sen sen” хас 


? ? 
(2) [sen? хов” хах 


Solución 
[ зеп? x cos? хах= A == fa - cos? 2x)dx 
E 2 _1рьсовах T. | Sen4x 
iL 2xdx == | > udi la )+с 
(5) [se^ x.cos? x dx 
Solución 


Como uno de los exponentes es impar, entonces a la integral dada escribiremos asi: 
5 2 сэ» "i 2 — e 2 2 
[se x.cos^ x dx = | sen x.COS” x.senx dx = fa -сов” х)? cos” x.senx dx 
- 2 4 2 
E: fa-2cos x-cos x)cos xsen x dx 
= | cos? xsenxdx-2f соз“ xsen x dx+ | cos xsenxdx 


7 
соѕ х 2с08 х cos!x 


3 5 7 


(9 | хєл x.cos? x dx 
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Solución 
Como los dos exponentes son pares, entonces se usan las identidades: 


2 1-со082х 2 1+ соѕ 2х 
ѕеп ER эн ; COS эссэ рэг 


| беп“ x.cos? x dx = [ CCS CLER 


E 2x)(1 -cos 2x)dx = [зеп 2х(1—со$ 2x)dx 


l f 1—cos4x sen? 2x 
СІ ET гын 77 


= <L/ sen? 2x dx — [ sen? 2x.cos2x dx] = 


1.х senx sen?2x 
z—-[l-———-————]*c 
8 2 8 6 
7 3 
[cos x.sen” x dx 
Solución 

Observamos que los exponentes son impares, entonces a la integral dada expresamos 
asi: 


| cos” x.sen? x dx | cos” x.sen? x.sen x dx = сөз! x(l+cos? x)sen x dx 


cos" x Б cos? x 


8 10 


= | сов” х.зеп x dx — | сов? x.senxdx --- tc 


| sen? 3x.cos^ 3x dx 


Solución 
Como los exponentes son pares, entonces usaremos las identidades: 


> 1- cos 6x E 1+ cos бх 
sen Зх 2————— ; MS - 
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14-cos 6x » 


? 4 - 1—cos 6x 
[зеп 3x.cos 3хах- IL > X 2 ) dx 


1 
=] —cos? 6x)(14 cos 6x)dx ӨНЕ 6х(1 + cos 6x)dx 


1 — md 3 
-Ц sen? бх dx + | sen? 6x cos 6x dx] EZ a беп A 

8 8 2 18 

l x senl2x sen? бх irs e GR 
LE m quM UMP 

8 2 24 18 16 192 144 


d) Para el cálculo de las integrales de la forma 


Se presentan dos casos: 


ler. Caso. Cuando n es un número positivo impar y m es cualquier número, a 
las integrales escribiremos en la forma: 


м E за Ул гоол 
tg" x.cosec" "! x.ctgx.cosecxdx ` 


2do. Caso. Cuando m es un número entero positivo par y n es cualquier 
nümero, entonces a las integrales se escribe asi: 


Luego se usa las identidades siguientes. 
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Observación: 


1) Cuando n es un número entero positivo impar y m es un número entero positivo 
par. se puede aplicar cualquiera de los dos casos. 


2) Sinesparym es impar se aplica el ler. caso. 
Ejemplo de aplicación de éste criterio. 


Calcular las siguientes integrales. 


[ вес” 2хА187 2x dx 


Solución 


Observemos que el exponente de la sec 2x es par, entonces a la integral escribiremos 
asi: 


[se 2x.tg? 2x dx= | sec? 2x.tg? 2x.sec? 2x dx = [a + tg? 2x) tg? 2x.sec? 2x dx 


tg! 2x P tg" 2х "- 
6 10 


= [ tg? 2x.sec? 2x dx + [ tg? 2x.sec? 2x dx = 


| ig x.sec* x dx 


Solución 


Como el exponente de secx es par, entonces a la integral dada escribiremos asi: 


[Aix sec хах- ftg"? x.Sec^ x.sec? x dx = ftg”? x(1+ tg? x)? sec? x dx 


= ftg”? x.sec? x dx 2 [ ig"? x.sec? xdx+ | 18772 x.sec? x dx 


Ж ж. x 2, 
3 7 11 


/ 
БЭЛ хөг 
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(3) he 3x.sec? 3x dx 


Solución 


Como el exponente de la tg 3x es impar, entonces a la integral dada escribiremos asi. 


[ tg? 3x.sec! 3x dx = [we 3x.sec? 3x. tg 3x.sec 3x dx 


- [ (sec? 3x — 1) sec? 3x. tg 3x. sec 3x dx 


= | sec^ 3x.tg3x.sec 3x dx — [sec 2 3x.tg3x.sec Зх dx 


sec? Зх sec? 3x 
= —_ Mc 
15 9 


(2) fer? x.cosec*x dx 


Solución 


Como el exponente de la cosec x es par, entonces a la integral escribiremos asi: 


feie’ x.cos ec^ x dx - [cte х.соѕ ec? x.cos ёс х dx 
” 5 2 2 
= [св x(1*ctg^ x)cosec^x dx 
5 2 7 2 
= [cte x.COS eC xdx+ [etg x.cosec" x dx 


6 8 
t с 
cig x €x. 


6 8 


c 


NOTA. Cuando гп las integrales se observa que no se adapta a los casos estudiados, 
es conveniente transformarlo a estos casos, utilizando las identidades 
trigonométricas. 
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Ejemplo.- Calcular las siguientes integrales. 


[ dx 
sen? x cos х 


Solución 
dx sen? x4 cos! x 1 1 
[== Га |+ 
sen” x.cos” x sen? xcos” x COS х sen” xcos” x 
2 2 
dx dx 4 sen? x * cos" x 
= 2 + your pe Pa sec xdx+ E y“ 

COS” X sen? xcos” x sen” x.cos” x 


1 1 
+ 


2 2 
COS” x sen x 


= Газ: x)sec? xdx« [t )dx 


= | sec? xdx+ | ig? x.sec? x dx+ | sec? хах+ | cosec?x dx 


3 3 


=1gx + - E *igx—cigxtc =21gx+ tE 


—ctgx-tc 


| dx 
sen x.cos? x 
Solución 


dx sec? x dx sec? x dx 


«(sen x. cos? х sec? x sen x.cos? Xx ru х.ѕес“ x.cos? x 


2 2 
sec” x dx вес” x dx x 
[DLL ML [fu zin x.sec? xdx - 2 ftg x «c 


J ¿[sen x.sec x УЛїех 


| COS х ах 


4) sen” 2x.cosx 


Solución 
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| COS x dx £ [ cos x dx 


sen” 2x.cos x 


-а qu Ша, 48 


43/2 sen” x.cos" x 


-ар 87 "5 ес 2 хас tg"? 


жа. Рат. 
©. ^ 


Calcular las siguientes integrales. 


| sen^ x dx Rpta. 
а x dx Rpta. 
[cos 4 3x dx Rpta. — 
[ sen? 2x dx Rpta. 
Ба х/2ах Rpta. 
| (sen? Зх + сох Зх\ da Rpta. 
| cos* 3x ах Rpta. 


5 
Sec x.cosxdx 


к. 4i | 
== A 
4/27 cec? х 3Ísen" x.cos* x 


г sec^ хах 1 r (1 1g* x)sec? x dx 


tg x 
x.sec? x dx] 
1 3 413 3 2/3 
х|+с -----(---сі1 x+—t х)+с 
3x sen2x ѕеп4х 
—— + +C 
8 4 32 
A 1... 
sen x——sen” x+—sen” Х-С 
3 5 
Зх sen6x senl2x 
* + 
8 12 96 
l,5X 3sen8x sen? 4x 
—(—-sen4x + ———— 4 —————)4 
8 2 16 12 


УЛ, 5/4, > 
--2 cos(—) + —cos (5) —— Cos” (—) + 
os(7) "a D : (2 C 


8 


7x senl2x .,sen'3x 
А E Ж 


96 9 


Sx sen6x sen'6x senl2x 
кты щы ———— RM 


16 


i2 144 64 
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© © © © ®@ © © © 


© © © 


© 


| хов" (x? dx 

| (sen? х + cosx)? dx 
[185 хах 

[cie хах 

fiz’ хах 

| сїв*@х)ах 


[cie 2x dx 


| ones 
[кже 
ШЕСІ 
[азса 

mM 


fie xdx 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


1 3 4.55 
. —senx? ~ sen? x? «c 
2 6 


E X 
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2 


7x sen4x 2560 х 
— + + —————-C 
8 32 3 


Um iip Х—1рх+х+С 
5 5” аг 


E кесі x+1n/sen x | c 


tg? x 


+In|cos x | ec 
] «^. 1 - 
E Зрь AI 


2 
ША: 2x in|sen2x] |. 
4 2 


te(x+1)-x+e 


cosec^2x ctg?2x In]sen2x] 
P ЕЕ. хөш eg 
8 2 2 


-5ct C)-3In|senZ | «c 


1 1 1 
ye 3-18 3x и ен 3х|+с 


3 
.СЕ2х се 250 
2 6 


4 
Sec x 
—tg? x4 In|sec x| ёс 
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[sens cos x dx 


| Усовх sen? x dx 


5 
[/со x sen? x dx 


| sen? x dx 
-— — — 
cos? x Acosx 


f sen? 5x.cos? 5x dx 

| sen x.cos? x dx 

[sew x cos? x dx 

| sen” x cos! x dx 

[sen* eos? (Хуах 
2 2 

БА x cos? x dx 

| sen cos” dx 


[ зеп? Зх соз ` 3xdx 


[38 £u Хы 
sen X 


1 
t sen? с+үүзеп` х)+с 


НС 


Rpta. sen! “xte 
2 7: 
Rpta. 5085 X= 0056 Хаа 
10,3 3 
Rpta. —- cos^'? x 4 — cos х 
Rpta. Ž eos E? xd uw xte 
8 10 E 
Rpta. sen 5x sen 5х тз 
40 50 
Rpta. 2dsenx C 
3 
Rpta. | cos! x mm es COS" x 
5 
ѕеп* х sen*x 
Rpta. ———— – +e 
4 6 
Rpta. X Senxcosx sen x, 
16 16 24 
] 1 
Rpta. та» тее инал 
Кра M ere Lach 
к 8 1 5 
Br. 6 
Rpta. gos 3x cos ЦЭ? 
24 I8 
Rpta. 24sen x — ¿sen? 


Т. 
9 


3 хас 
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© 
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| соз“ 2xsen? 2x dx 


sen? x cos? x dx 


fs en? 2x.cos? 2x dx 
pe it x 0 

cos” X 

Гес sye 1g? х x etg? х dx 


ір” "arcos? х хах 


fe tg x cos? x dx 


| tg? 4x.sec”? Ax dx 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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1 ] 
—— cos? 2x 4.— cos! 2x *c 
10 14 


1 1 
—sen! "х ---860 2x «c 
2 16 


3 —Secx-ctc 
3c0s” > 


-2 fc tg x E xc 


2 52 Е 
25 t х-4зес! E 


Ж” 7. 1 
i ый xtc 


1 
cos nudi cosec!x +с 
3 3 2 
3| de ан х+3)+с 
ld 
-egx-.lelg xc 
I l l 
—[- tg! zx — tg? лх]+с 
ЖЕ. 5 


2 9 
x-* —sen 
9 


24 sen X E sen”? 


9,2 
P: же 99 
26 18 
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6 к 10 12 
fu — Mà Крга. _ctg 4х сір 3x сір Зх сір Зх е 
18 8 10 36 
5 2 4 
Е-Е 7" Rpta. lnea EC DL S ar 
cos 3x 3 3 12 
3 33,3 
Ге cos? 2x*dx Rpta. HE, AA, 
6 18 4 
7 sec! 2x 
[sec 2x.tg 2x dx Rpta. Са +c 
| te xofsec dx Rpta. 24/хсс х +с 


10 8 
(51) Іш x.sec? x dx Rpta. tg R Y er 
I0 8 
SCC X 4 ctg3x 
(2) [е dx Rpta. -——— —-—ctgx-*c 
tg x 3 
сір“ x I 
(53) ferg x.cosec^x dx Rpta. —4 gm хєс 
[eie x.cosec?x dx Rpta. coser coser ee 
cosec!x cosec?x 
(55) Ге” xcosec*xds Rpta. A ы 
fie 2x.cos? 2x dx Rpta. ын ME 
sec? x 
(57) І , x Rpta. —сїрх+{рх+сС 
ig x 
4 
[== * dx Rpta. mE? E 
cos” x 4 2 


NO 
кә 


© © © 


© © 


© © 


© © б 


© 


Ба 2x dx 
Ба x dx 


[sec x.ig! x dx 


fe te” x.cosec^x dx 


fie’ x.Sec? x dx 


1 5 7 3 
Rpta. — tg x.sec х---ірх.ес” x+ 
p 6 £ 24 Е 


| ах 
sen? “Ке соз” Xx 
fo 4 cos 3x)? 2 dx 


sen? х 


ат, 
Cos X 


sen(x 4x /4) 
— dx 
sen x.COS X 


dx 


f cos? x 
]-senx | 


[ dx 
cos? хуѕеп 2x 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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Е 
2x | tg” 2x та 
2 6 


фы 24р y eg? xtc 
а = 775 

1 

Me x — sec? хэс 

5 3 


€ tg" x 1 6 
= = СІВ. X46 
8 6 


texsecx Inļ|secx+tgx 
g А | g jen 


16 16 
2 к=. 
Meg gx dux +e 
к 3х 1 3 3x 
242(-sen(—)-—sen (—J)-4c 
V2 sent -) sen! C7) 


513 1 


3 
MB P qe ein 
5 3dcos х 


ERE 


1 2 
шинийг хий хэс 


32 y: x*5Allgx tc 
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| ах 
беп x.cos^ x 


Геп x.sec й“ х dx 
fe tgh^ x dx 
| (cost? ax * senh? ax)dx 
(E. 
cosh x 4 senh x 
[in хах 
fe tgh? x dx 


| senh? x.cosh? xdx 


f dx 
senh x.cosh” à 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Aa s 
— tg” х(5ір” х+11])+с 
ss VIE бір )*tc 


T 1+31р? н 


: +c 
3 ір 4х 


Тэгэх (cos? x 5) «c 
5 
1 > 
p Сенің x(cosh? x-3)+c 
1 7 1 9 
—igh' x——teh” x+c 
12-47 
1 3 
Р ааг нэн x*c 
] 
——senh(Q ax) + c 
2a 


x+c 


1 
x—1tgh "T tgh? xc 


1 1 
In|senh x | SC is tgh? xcu x4c 


5 
senh? х вепһ x 
M EM t 


3 5 


X 
іп | thz +sec hx+c 


93 


94 


© © © 


Eduardo Espinoza Ramos 


4 
совес X 


| c ig 3x. cos ёс" 3x dx Rpta. T ы 
4 ,6 
f tg? 3x.sec* 3x dx Rpta. LAE ES 
12 18 
‚К бас 
| вов” 3x.sen? 3x dx Rpta. Ше 3Ұ 4 9 
24 18 
3 3 3 
1 21 X 2 | X “р! 2x 2 
х —6х)зеп (—-3x )dx  Rpta. —(—--—-3x^)-—sen(—— -6x^)4 
IL jsen? GI Rpta. EI) sen 7 - 6x ) c 


OTRAS INTEGRALES TRIGONOMETRICAS.- 


1.63 


Se trata de las integrales de la forma: 


Para el calculo de éste tipo de integrales se usan las fórmulas siguientes: 


ЕТТЕГІ 


Las fórmulas mencionadas se deducen de las identidades: 
ѕеп(т + n)x = Sen тх COS nx + SEN nx cos MX 
sen(» — n)x = sen mx cos nx — sen nx сов тх 
cos(" + n)x = cos mx COS nx —sen nx sen тх 


cos(m — п)х = cos mx COS nx + Sen nx sen mx 


ws (1) 
= (2) 
0) 


.. (4) 


Integral Indefinida 95 


Ahora sumando (1) y (2) se ticne: 


1, 
senta) cos(nx) = 5 (sent + n)x + sen(m —n)x) 


ahora restando (4) y (3) se tiene: 

1 | ; 
sentmx)seníax) = 5 (cos(m —n)x — Со5(т + mx) 
ahora sumando (3) y (4) se tiene: 


cos(x) cos(nx) = a cos(n — пух + costa + нух) 


NOTA: En la aplicación de las fórmulas mencionadas se debe tener en cuenta las 
identidades siguientes. 


Sen(-x) ——senx 
Vxe 


соз —X) = совх 


Ejemplos de aplicación. 


Calcular las siguientes integrales 


O [ sen 2x.sen9x dx 


Solución 
Я 1 
Como sen 2x.sen9x = 3 (cos 7x -cos11x), reemplazando en la integral: 


5 en Tix 
[ scn 2x.sen9x dr = [cos 7x сов) LT SEE M жа - * 


М. 11 


(2) | cos 2x. cos 7x dx 
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Solución 


1 b 
Como cos2x.cos 7x — > (cos 5x cos 9x) , reemplazando en la integral: 


1 sen5x 4 sen9x 


] 
[ cos 2x.cos 7x dx = — [ (cos 5x + cos 9x)dx = —( +С 
2 2 5 9 


| sen 4х.соч 3x dx 


Solución 


Como sen4áx.cos3x = = (508(4-4-5)х + sen(4 - 5)x) 


1 : 
нг: (sen Өх —sen x) , reemplazando en la integral: 


cos9x 


1 1 
[sen 4x.cos 5x dv = 5 | (senox—sen x)x = 3 (cos x — )*« 


> 
sen? 4áv.cos^ 7x dx 


1-С088х l+cos14x в 
Пр i gm 


= = 


Como sen' 4x.cos? 7x=sen? 4x.cos? 7x.sen4x = en 4x 
| 
= Г (1 + соѕ 14х — cos х — cos х cos 14x) sen 4x 
1 
= ^ (sen 4х + sen 4x cos 14 — cos 8х sen 4y — cos 8x cos 14x sen Ax) 


! Б 
sen! 4rcos” 7x— ^ (sendx 4 senáx cos] 4x —cos&x sengr —cos&x cosl 4 sentr) г4541) 


1 
sen 4vcos 121 = = (sen 18x - sen10x) 


1 
ser di сох Хєл (sen 12x — sen 4х) sas (2) 


- (sen 4v + sen10y— sen 12x +sen 26x) 
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= zen 23x —sen 21x +sen 7x — sen 5] 
Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 


3 1 1 
sen! 4xcos? 7x = Е (ѕеп4х) + > (ѕеп4х —3sen10x —sen12x+ 2 sen18x —sen26x)) 


1 
= ТЕ (5sen 4x —3sen10 —sen12x + 2 ѕеп х —sen 26x). entonces: 


1 l 
Е 4x.cos? 7x dx = 16 |5 sen4x – Зѕепі0х —<сп12х-+„2веп18х – sen26)dx 4 c 


ek d сов 9х ` cos12x ” cos26x А 5 cos 4х Е cos18x 


po ш LE )+‹ 
ТМ: 12 26 4 9 


[sena + 6).cos(5x  10)dx 
Solución 


Como sen(3x-46).cos(5x 410) = E (sen(8x +16) + sen(Gx + 6) - (5x +10))) 


= 1 (sen@8x +16) —sen(2x+4)) entonces 
[ sen(3x + 6).cos(5x +10)4х = - [ (sen(8x +16) —sen(2x + 4))dx 


cos(8x +16) соѕ(2х+ 4) 
=- фа +C 
16 4 


á 
[eos xcCos” 5x dx 


Solución 


1 1 
Como cosx.cos” 5х E CL хийг: x.cos10x) 
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cos 9x + cos 1 lx 


] 
=— (2 cos+ cos9x +c0s 1 lx 
2 ) 4 4 


Ї 
---(0084Х- 
2 


[ сов x cos? 5x dx = - І (2 cos х + со$9х + cos ] Ix)dx 


sen9x * senlix 


)*c 
11 


= лабан 
4 


n л 
mu sen(— 4 x)dx 
© — [snos 


Solución 
Como sen(- — X) sen( + x)= lem 2x —cos--) т COS 2x 
gr” 4 2 "3j 2 
ы л ! sen2x 
| хас de шаг! *x)dx = 3 І cos 2x dx = == +‹ 


(3) f sen x.sen 2x.sen 3x dx 


Solución 


1 
Como sen2x.sen3x = 2 (cos x + cos 5x), entonces 
1 1 
sen x.sen 2x.sen 3x = 4 sen x(cos x + cos 5x) = = (sen x cos x + sen x cos 5x) 
1 1 
= 1 (sen 2x —sen бх + sen 4x) = 4 (sen 2x + sen 6x — sen 4x) 


1 
[se x.sen 2x. sen 3x dx = 4 І (sen 2x – ѕеп 4x + scn 6x)dx 


1 cosóx С084х cos2x соѕ 2х соѕ 4х cosóx 
e і ------)%с = + + 
4 6 4 2 8 . 16 24 
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Calcular las siguientes integrales. 


[se 8x. sen3x dx 
| sen 3x.sen 5x dx 
| sen! x.cos 3x da 
| соз 4x.cos 5x dx 
Ї cos? x.sen? 4x dx 
[ sen T sen = ах 


[ sen 5x.cos x dx 


© © o DpiO б @ 3 


| COS х.СОч 5х dx 
| sen 4x.cos 7 x dx 


[se = .COS ЭР ах 
2 2 


X Х 
[ cos —.cos — dx 
3 2 


© © © © 


[ sen 2x. sen 3x dx 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


sen5x senlix 
10 22 


ѕеп 2х sen8x 
ШЕЕ... +c 


4 16 
3cos2x » 3cos4x | cosóx 
16 32 48 
1 sen9x 
— (sen x + ———) + € 
2 9 
x sengr sen2x senóx 
4 32 8 48 
senx sen2x 
= +c 
2 4 


cos6x соѕ4х 
------ 4€ 


12 & 
ѕеп 4х  senóx 
ЯН JE мы 
8 12 
cos3x соѕ11х 
- +c 
6 27 


cosy cos2x 
E "7. 
2 4 


E 3 — (X 
3sen—--—sen——4c 
6 5 6 


cosx cosSx 
——— —— cC 
2 10 


ѕеп10х 
80 


+E 


99 


10 


=> 


© © 


© © 


© © © 
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" 
| (sen 2x - cos2x)? dx Rpta. a БЕ Cm (Sem 2x) e 
[ sen 5x.sen x dx Rpta. -- Ax _ s & 


senx 5еп5х 
—— Y ——— + 


| cos 3x.cos 2x dx Rpta. 
2 10 
[se 3x.cos 6x dx Rpta. COS 3x _ COS 9x Р 
6 18 
Жа 2 
[ cos 4х.со$ 2x dx Rpta. =з a шэн Ме 


| cos 30x.sen 20x dx Rpta. соѕ10х со850х 
20 100 
| sen 3x. cos 5x dx Rpta. cos2x_cosgx_ 
4 16 
[зеп 2x.cos Ах dx Rpta. m К = ы” 


[senta + 7).cos(5x + 8)dx 


Rpta. 


(O costa +1) - costo 15) ee 


© 0000 


© 


1 4Х-40) « X 
UL X ) s senl4x 


J+e 
4 2 7 


| cos(9x —20).cos(5x + 20)dx Ер. 


s 53; 
[se x.sen 3x. sen 5x dx Rpta. шин хэ 089x (с083х сов de Ж 
4 9 3 7 
| sen7x | sen9, 
[cos х.сов 3x. cos 5x dx Rpta. sen Qí LAA * en 2 Se 


Мы A cos 20х]+с 


[sn lüx.sen20x,sen30xdx | Rpta. 9 A 
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© 


© © © 


© 


© © © © 


© 


1 ѕеп 20х sen40x сеп 60 


[cos 10x.cos 20x. cos 30x dx Rpta. —[ He 
4 20 20 60 


1 веп3х ѕепі9х ѕеп5х s Xx 
[sen x.cos 7x.sen 1 1x de Rpta. 1 желш М. EFT... 
4 3 19 5 17 
3 5 : 519) 
| совх сл 7х. сох!х ах Rya х Р: ТЭ... тг ЭВ.. 1. 2D 
4 3 5 17 19 


| sen(2x + l).sen(3x + 2).sen(5x +3) dx 


l,cos(l0x +6) соѕ{бх+4) cos(dx-2) 
"a a. ЭЭ” 


[eos 3).cos(3x + 5).cos(5x + 7)dx 


1 sen(3x +5) ѕеп(7х £9) ѕеп(9х +15) 


Rpta. *sen(x +1)]+ 
pta 4 [ 3 = 9 sen(x +1)]+с 
3 3 3 1 
[sen x.cos 3x dx Rpta. — cos 2х - — cos 4х + — cos 6x +c 
16 32 48 
cos? menu Rpta. x sen&x , Sen 2х senóx веп10х 5“ 
4 32 8 48 80 
j cosh x. cosh 3x dx Rpta. sent 4х + sem 2x tc 
1 1 
| senn 4x.senh x dx Rpta. 1n cosh 5x + а cosh 3x +c 
[sem * x.cosh 5x dx Rpta. gn + белй 3х - Ste +0 
28 12 10 
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El método dc integración por partes es de mucha utilidad en la practica. cuyo 


procedimiento es de la siguiente manera: 
Consideremos u = f(x) y у= р(х) dos funciones diferenciales en la variable. x. 
De la fórmula para la diferencial de un producto de dos funciones se Пепе: 

(иу) = udv + vdu, lo que es equivalente 


udv = d(uv) — vdu. integrando ambos miembros se lenc; 


e (*) 


La ecuación (*) se denomina “Fórmula para la integracion por partes". 
Ejemplo de aplicación de este método 
Calcular las siguientes integrales. 
7 
(т) Б Inx dx 
Solución 


Comentario: Cuando se tiene un producto de una función logaritmica inclusive 
afectada de un exponente por una expresión en x, en todos estos casos, 


se toma asi: 


dx 
du = — 
| |н -184 Y 
Haciendo: 4 = ^ --. (1) 
| дуг x^ dx TE 
3 


Ahora (1) reemplazamos en la fórmula de integración por partes: 


3 


: 3 
139 Inxdx = E lnx eR simplificando 
х 
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3 3 3 
ms frd 2 E 
3 3 3 9 
fina a £C dx 
Solución 


De acuerdo al comentario del ejemplo anterior se tiene. 


[айыке I4x^) іш- a 
Haciendo: " > Л -— 
ES = dx dee 


Ahora aplicamos la fórmula de integración por partes: 


[ini ete? )dx = х\щх 1 x? y fé -xIn(x Ax? ju Жас 


vyl+x" 


| хзеп 3x dx 


Solución 


Comentario: | Todas las funciones trigonométricas multiplicados por una expresión 
en x se integran por partes donde las funciones u y dv se toman asi: 


/ du = dx 
ju-x 
‹ COS 3x 


3 


Haciendo: 


> 
|dv = еп Зх dx яа 


Ahora aplicamos la fórmula de integración por partes: 


RE 


X COS Зх cos 3x xcos3x  scn3x 
=- dx -- + 


| esen3rar=- ARA 
3 3 9 


^ 
3 


Ї к +2r+ 3)cos 2x dx 
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De acuerdo al comentario del ejemplo (3) se tiene. 


du = 2 x 4 Ddx 
sen 2x 
y= 
2 


4 
| и= х +2х+3 
Haciendo: | 


| dv = eos 2x dx 


Ahora aplicamos la fórmula de integración por partes: 


2 кЗ 
2 


[о +2+3)соз2х = Е sen 2x- f (х +1)зеп 2x ax ... (1) 


nuevamente a la integral f x +1)sen 2x dx, lo calculamos por partes. 


| fu=x+1 du = dx 
Haciendo: _ COS 2x 


> 


> 
| dv =sen2x dx v= 


y aplıcando la fórmula de integracion por partes. 


x+l со$2к x41 ѕеп2х 
[е 0ѕеп2хас= —— 7 cos22- | - ах =-—7 cN2x* tc... (2) 
- Le cy 
ahora reemplazando (2) en (1) se ticne 
э 
x +21+3 ха! sen2x 
Jo + 2x +3) соѕ 2x dx = ———— —— sen 21 "-- 2 
2x? +4x+6 x«l 
zILL—— sen2x-4-——cos2x-cc 
4 2 
(5) fredy 
Solución 


Comentario: Las funciones exponenciales multiplicadas por una expresión en x se 
integran por partes y las funciones и y dv se toma asi. 


Integral Indefinida 


u-—x 


+ 
dv — e? dx |, = 


Haciendo: | 


х „2л ес dx xe" e? e" 
Гезж- £ -Í = n e = Qx—D+*c 
2 2 2 4 4 
(6) Ге -3х-1)е “Ах 
Solución 


De acuerdo al comentario del ejemplo ($) se tiene: 


du = (2x +3)dx 


fu =x? +3x-1 


(dv -е ах | = : 


Haciendo: 


Ahora aplicamos la fórmula de integración por partes. 


2 
2 x^ - 2 
[e 43x - De?" dx AH -Í n e" dx 


? 
x^ +3х-1 >, 
==> e 


Г -; | Ох+зуе” к 


Nuevamente a la integral fi 2x + 3)e?" dx , lo integramos por partes: 


E =2x+3 


Haciendo: T - + e 
ldv=e? dx |v = 


Ahora aplicamos la fórmula de integración por partes. 


= (x «De? 


2v Эх 2х 
з,» МЕ 2dx _ 2х+3 p” 2 


[E Ч 5 
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.. (1) 


.. (2) 
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Ahora reemplazamos (2) en (1). 


3 2 
"43r-1 x41 Хх” ы«2х-2 
Je +3х - De? dy c А e™ m we m a s 
2 2 
| xarcigxax 
Solución 


Comentario: Todas las funciones trigonométricas inversas multiplicados por una 
expresión en x, se integran por partes donde las funciones u y dv se 


toman así. 


dx 
du = = 
1 [и  arctg x lax? 
Haciendo: => - 
14 =x dx ж 
ұс--- 
2 


Ahora aplicamos la fórmula de integración por partes. 


c arctgx 1 


хах  x,arcigx 1 1 
| хагарх ax - — ET -f 3— -—— I z—- 
2 24 pal 2 3 e +] 
1) ? 
x arctgx x 1 X «l % 
————————-—asacgxtc = arcig x ~> +c 
2 2 2 2 2 
[х arcsen x dx 
Solución 


De acuerdo al comentario del ejemplo (7) se tiene. 


| [и = arcsenx к” 
Haciendo: = 
idv = x dx y? 


Ahora aplicamos la fórmula de integración por partes. 
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x arcsenx 1 x^ dx 
- 23i ... (1) 


| өс sen x dx = 


2 
nuevamente la integral [ ТОВ . Calculamos por partes. 
1-E 


Haciendo: | xdx 


Luego aplicamos la fórmula de integración por partes: 


x^ dx м 2 2 - 2 2 
--Х41-х -|-Xt-x^ dx m + | N1-x? dx 
| fi? І | 


--x4i-x? Vir? + arsenx ec = taresenx—x Via?) ec... (2) 


Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 


х ы arcsen x 


7 - (агзепх-хү1—х” +C 


f xarcsenx dx = 


2x! - 


X 2 
aresenx+—yl—x? +e 
4 

O) Ге sen bx dx 


Comentario: ^ Las funciones exponenciales multiplicadas por la función seno o 
coseno sc integran por partes y las funciones u y dv se eligen de 
cualquier forma, asi: tenemos para nuestro caso: 
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du = b cos bx dx 
| Ји = sen bx 
Haciendo: | m > e^" 

v=e ах у= 


Ahora aplicamos la fórmula de integración por partes 


Ге senbxdy = f Sex D Гүн cos bx dx ... (1) 
a a 


nuevamente a la integral Ге cos bx dx . lo calculamos por partes. 


fu = Cos bx 


Haciendo: la ax 
pe dx 


Рр = —b sen bx dx 


Luego aplicamos la fórmula de integración por partes. 


ах ж sbx m. 
[e зепрхйх P 2-9,  senbxdx 
а а 
A Ген sen bx dx ... (2) 
a a 


ahora reemplazamos (2) en (1) es decir: 


uN da 
е” senbx b е cosbx b 
e E. а sen Рх dx] 


Ге sen bx dx = 
a a a a 


ux > 
e b^ 4 

z (asen bx bcosbx) - —, fe " sen hx dx 
a” a” 


Ге sen hx dx = 


ga 
e 
3 
а 


ға” 
(1 «ae "senbxdx- (a sen bx —b cos Рх) 
а? 


ur 
e” (asenbx—bcos bx) 
fe + sen bx dx GM AR 3 >» A T 


э " 
a^ +b- 
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Ejemplos diversos de integración por partes. 


[n 
4h +x 


Solución 


De acuerdo a los comentarios de los ejemplos anteriores. 


u —arctg x dx 
du = 5 
Haciendo: x dx б і+х7 
dv “A z 
+? ica 


Ahora aplicamos la fórmula de integración por partes. 


ХЯГИВХ Ay = lez arctg x — fee d 


41x? 


=1+x? arog- [2 = 1+ х? arcigx—In]x+Yl+x? | sc 
Тай 


(а) | х?ах И 


(х соѕ x - sen x)” 
Solución 


A la integral dada escribiremos así: 


” 
| х?ах -| x” senx dx [ х xsen x dx 


2 EPI 2 
(x cos x -sen x)” sen x(x cos x -sen х)? sen X (x cos х -sen х) 


Xx sen x — x cosx 


H = ч du Eae dx 
| enx А 
Haciendo: = pa 
хѕеп хах 1 
dv = ЖИН а F = о ————————————— 
(xcos x -sen x)” хсоѕ х —senx 


Ahora aplicamos іа fórmula de integración por partes. 


110 Eduardo Espinoza Ramos 


(sen x—x cos x) 
dx 


ПЕЕ 
авах беп х(хсовх-зепх) # sen” x(xcosx —sen х) 


X f 2 X 
------------4 | cosec”xdx = ————— — — — —cigx*c 
senx(xcosx —senx) 4 sen x(x cos x —sen x) 


x+senx 
@ se. 


l*cosx 
Solución 
Se conoce: 2 cos (7) - 1 cosx И sen х = 2sen(^). cos7 
Entonces a la integral dada escribiremos asi: 
X X 
x + 2sen(—) cos(—) 
[ р : 1 : 
La | ——22 a => [xsec^ es * ШЫ -.. (1) 
I + cos х 2 coc? (P 2 2 DUM 
4cos (—) 
2 
Ahora calculamos la integral fx sec^ Cds . por partes. 
и=х du = dx 
Haciendo: > 3 
ду sec? (Хуах |v-2180) 
2 2 
Luego aplicando la fórmula de integración por partes. 
| хвєс“(с3йх-2х te(7)-2 | ш) „ў 


Ahora reemplazando (2) еп (1) 


х +sen х 1 х ER x 
Ке = ш 120) 8: 2| epa F f 1C )dx +С 


X à x X E "mj 
= 80) - [utc Jae 73 ig) *c 
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(3) 


cos x - x senx -] 
--------------- dx 


: 
(Ssenx-x) 
Solución 


3 1 . Zu " 
Como sen” r+cos” x=], entonces a la integral dada escribiremos asi: 


dx 


з a 
| cosx + xsen y —] d [22-232 Х-5001-Х-008 x 
а p= $ astona —— o — A — A ——M —— ——ÀÀÀÀÀ 


- Е) 
(sen x— y) (sen x—x) 


[ cos x(cos x — 1) - sen x(sen x — x) 
-|-----------------й 


2 
(sen x—x)* 


cos x(cos x — 1) sen x dx 
||. ... (1) 
(ббепх-х)” (sen x — x) 
| cos x(cos x —1 
Ahora calculamos la integral [ AT Ve . por partes. 
(senx —x)* 
u = COS X le =—sen x dx 
Haciendo: cos x -] = 
гэл 
(senx — x)” senx-x 
Luego aplicando la fórmula de integración por partes. 
COS x(cos x - 1) COS X sen x 
¡A +A [== а” ... (2) 
(sen x—x)” Sen x—x senx—x 
Ahora reemplazando (2) en (1) 
cos x * x senx —] COS X sen x sen x COS X 
аа ым E _ ¡E dro m——— — +c 
J (senx—x)? бепх-х J зепх-х J вепх-х senx—x 


[sec x dx 


Solución 


Eduardo Espinoza Ramos 
A la mtegral dada escribiremos así: 


9) 
[see сак- | sec? х.зес x dx = | Arig? х)зес x dx 
- [sec хас fig x.sec x dx —1n|sec x + tg | Jr х.ѕес xdi  ... (1) 
n 2 
ahora calculamos la integral | 187 x.sec x dx. por paries. 


Haciendo: Je dis ldu = sec? х di 
| {4 = tg x. sec х dx PET 


Luego aplicamos la formula de integración por partes. 
ПЕ х.зесх йс = sec x tc - 3 [ sec? хақ ... (2) 
Luego reemplazamos (2) en (1) se tiene: 


IER хах = 10 |ѕесх+1р x sec x х- | sec? x dx 


1 1 
sec xdx=—(In|seci+tex|+secxtgx)+c 


= 


атар х 
[a 
а-а) 7 


Solución 
De acuerdo a los comentarios de los ejemplos anteriores. 


X 


и === dx 
1 2 du = Ки лы Сы" 
4 +x TE) 
Haciendo: =з : (1x) 
UU ` 
dy = —dx үлен" 
l+x7 


Ahora aplicamos la fórmula de integración por partes: 
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xe * 4 xe er gear 4 қ 
1 26312). 2 -Í ЕТІ sa U) 
(0*x*) 1I«x* “(ізх”) 
ахлах 
nuevamente integramos ¡| ах, por partes 
(14 x^) 
u = : x dx 
| Ix la > 2,3/2 
Haciendo: 4 ns = (14 x^) 
a ; dx |а 
1+ х 
gamer дэээ г xe * 
[ -dx= C dx -40) 
(1+х?)3? (+x)? (1+х?)3'? 
luego reemplazando (2) en (1) se tiene: 
Гын , xe?" еее f xe? * 
ever di T ———M—————— 
1 isr T” (1e x3? fea y 2 (1x2 9? 
xe?" * gg 
In 297 9-0 272 ы 
+X” +x 
arcsen4/x 
| y; A 
(1-x) 
Solución 
Sea z-4x > х=:? > dx-2zd: 
ped -2 [ RENS - m. 
(1-х)” (1—2), 
Ahora aplicamos el criterio de integración pur partes. 
и =arcsenz | у. 
Haciendo: E zd > (1-22)? 
асау |, E 
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Luego aplicamos la fórmula de integración por partes. 


ГЕНЕ 2 5602 Шс с aresenz - | ica! uus T 


(1-22) ; 4 
--(1-2?)"? arcsenz  z -.. (2) 


ahora reemplazamos (2) en (1), es decir: 


[Sed as AA 1-2? arcsen 2+) & e = 24/1 x aresenlx «24x +e 


(17) | пап х)дх 


Solución 
Sea z=lnx => х-е! > dx=e dz 
| sentinxidx = [e sen z d- mel 


Aplicando el criterio de integración por partes. 


fu =senx [а = с08: dz 
— 


Haciendo: 
|ду=е*а: lv =е* 


Mediante la fórmula de integración por partes se tiene: 


Ге sen z dz =e” sen z- fe cos z dz ... (2) 


nuevamente calculamos la integral Ге cos z dz, por partes. 


Haciendo: 


Яу = е? dz 4 


[и = СОЅ 2 [du =-sen z dz 
— 
v=e 


aplicando la fórmula de integración por partes. 
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Ге cos:dz=e* cos z« (е senz dz ... (3) 
ahora reemplazamos (3) en (2) 


[e senzdz-e!senz-e' cos z- [ e sen z dz 


2 
Ге sen zdz =Í (sen z-cos 2) --. (4) 
Luego reemplazando (4) еп (1) se tiene: 


| вепйпхуйх = ге (senz —cos =) +с 


[ sen(Inx)dx = p (sen(Inx) — cos(In x)) + c 


[еа 


Solución 


Sea x=:? => dx-2zdz, entonces: Ге? ах = 2 ze* dz, integrando por partes. 


| и=т du — dz 
Haciendo: — L 


dv -e'dz v=e” 


Aplicando la fórmula de integración por partes: 


[e^ dx= 26e - [eaae =2ze? -e*)«c =2e* (z-1) «c =2е#* (dx -1) «c 


2 
x^ arctg x | 
| = 
1+х 
Solución 


dx 
dz — 
Sea Z=arcigx = 1+ x? , ahora reemplazando en la integral, 


x=1gz 


116 


Eduurdo Espinoza Ramos 


2 
x^ arct қ "АГ . м 
jos dx = | 2187 zdz , aplicando el criterio de integración por partes. 


14 x? 


Haciendo: 


e dz 
2 = 
tg тат v-igz-z 


Mediante la fórmula de integración por partes se tiene: 


[sun ER, х= г? 2@ = z(gz 2) - [eg 2-2 


2 2 
А. arctg” x 
=ztg-2? aid ove = xarctgx -In|sec(arctgx)| > — +c 
arcsen x 
laa 


Sea = = агсѕепх > | 


[ arcsen x х= | 
(1-55) ТЕРЕ ш 


Solución 


dx 


~ (х2у!? ahora reemplazamos en la integral dada: 
( ) 


х =Stn 2 


arcsen x zdz 
= | -- | sec? zdz 
1- —sen? 


Ahora aplicamos el criterio de integración por partes. 


| и- 
Haciendo: 


т 
РА 


[аи =dz 


— 
| ду = sec? 24: lv=t8z 


Luego aplicamos la fórmula por partes: 


arcsen x 


xarcsen x 


(1-32)? 


dx zigz- | 820+с zztgz-ln|secz|-«c 


E 
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En esta parte consideremos el cálculo de las integrales, mediante ciertas técnicas, 
llamadas el método de los coeficientes indeterminados y se considera las siguientes 
integrales. 


1ro. Las integrales de la forma: 


Donde P,(x) es un polinomio de grado n, para él cálculo de estas integrales se 
expresa asi: 


-- (1) 


donde O, (x) es un polinomio de grado n de coeficientes por calcular, es decir: 
P,(x)-a,x" «a, 4x"! +..+4,x+09, O,(x) - b,x" +b, ax" +...+ bx bo 


y se trata de calcular los coeficientes de О, (x), los que se obtienen derivando la 


ecuación (1) y después se aplica la identidad de polinomios. 
Ejemplo: 
Calcular la integral: [e 45x? -2)e” dx 


Solución 


De acuerdo al criterio establecido, a la integral dada escribiremos en la forma: 
Ге +5x? -2)e" dx = (Ах? + Bx? +Cx+ Dye" «c (1) 


Para calcular А,В,С y D derivamos la ecuación (1) 


(x? 45x? -2)e?* =2(Ax? + Вх? + Cx + De" +(34x? +2Bx+C)e”" 
(x? «5x? ~ 2)е2" = QA) +(2В+3А)ух” «QC 2B)x « (2D Ce" 


x! «5x? -222A4x! +(34+2B)x? 4 QB«2C)x « C 42D 
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Ahora por identidad de polinomios se tiene: 


da 
2 
24-1 7 
В =— 
3A442B = 5 4 
ES .. (2) 
2В+2С=0 Cx 
С-20--2 4 
"ТЭР: 
8 
Luego reemplazando (2) en (1) se tiene: 
Ге +5х? ye da +14x? -14x «e? «c 
Observación: Еп general se puede probar que: 
Р Ро). We Po LY 5224 
Sue a р "s d 
Comprobemos con el ejemplo anterior. 
2x 2 
fo + 5x7 - 2e? dx = р? к” -2 DÁM A d жс 


2x 
== lt +14x? -14x—N+c 


2do. Para las integrales de la forma: 


Donde P(x) es un polinomio. 


Él calculo de estas integrales se obtienen mediante las expresiones siguientes: 
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T T (4) 
[ Ре) sen(ax)dx = че] м IUE + р 0) - . 
a a a 
‚ Sentax) Р) _ P") 3 РО) м 
а а а 


" (4) 
| Ро) cos(ax)dx = кейі м) - 2 + ЭЭР: 5 
а а 


a^ 


Р соз(ах) Р (5) н) Рай, 
а а а а 


Ejemplo: Calcular la integral [ (2x^ +2x —1) cos 2x dx 
Solución 
De acuerdo al criterio se tiene: 
Р(х)у=2х* +2х-1 > Р(ху-8х"-2 
P" (x) =24x* 
P'''(x) = 48x 
P" (x) = 48 


| ох «2x-ncos2xdx = 


= 2 pa) P, Р” — шин Lak m 
8 
2 
Ep 4 Lax 1 24X 48, , cos2x Bx та ы. 


+— 
4 16 2 2 8 


z(2x^ 6x? ya -3x+>)0082x +0 
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OBSERVACION.- Los casos especiales de integración por partes analizados 
y que son de la forma | Р(х) =е°*ах. [^ senax dx, 
| Р(х) cos ахах, donde Р(х) es una función polinomica que se puede derivar varias 


hasta anularse y e”, sen ах, cos ax, puede integrarse varias veces sin dificultades, en 
estos casos, existe una forma de organizar los cálculos que simplificar el trabajo, este 
criterio ilustraremos mediante los siguientes ejemplo: 


Ejemplo.- Calcular la integral { e dx 


Solución 
Б e'dx- | f(G)g(x)dx donde f(x) =x y g(x)-e 


f(x)=x° sus derivadas g(x)=e* sus integrales 


"мемен... — 
m 


~ е” 


[xeax = x e* — 5x*e* + 20х3е" — 60х2е" +120xe* -120e* +c 


Ejemplo.- Calcular la integra! | (x3 + x + 5)e" dx 


Solución 
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[o +x+ sea= | 10080) dx donde /(ху=х' +х+5, g(x) ee" 


fo=4+x+5 


e” 2x 


8 16 


3 2x 3 e” 2 e" 
fo + x + 5)е dx — (x 52D p уак 


Ejemplo.- ^ Calcular la integral | х? cos x dx 


Solución 


fe cosx dx -|/(дебо) dx donde f(x)-x^ y g(x)= cosx 


fe cosx dx = х? sen x — (2x)(- cosx) + 2(-senx) + c 


= x? sen x + 2xcosx -2senx +c 
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Ejemplo. Calcula la integral | (х3 — x + 7)sen2x dx 


Solución 


frog dx [a — x + 7)ѕеп 2х dx, donde Го) = х -x+7 y р(х) = sen 2х 


Г) = -x47 


+ 
3x? -1 iu m 


ч-., 


AL зе 


соѕ2х 6sen2x 
> + 


+ 6x( 
8 16 


cos2x sen2x  3xcos2x  3sen2x 
—— + -----%------------ + € 


3x? -1 
€ 4 8 


Calcular las siguientes integrales: 


nti 


(1) ja" Inxdx, nz-l Rpta. : AAA 
n+1 n4l 
Q ас 1 3 2 
i dx Rpta. y x+3ln" x+6lnx+6)+c 
x 
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1 2 
O [5 
x 
| шы. х) ” 
cos” x 


© ёФ 000000050005 9G 


©) 


fo? —2x 43)In x dx 


Б In? x dx 


| аг ха 
хіпх 


І ыры 
l+x 


Inx 
—— dx 
x) 


f In(Inx) " 
х 


| ш/х e +х)ах 


(209 di 


Ух 


| бэх-3х” уе “ах 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


PA" x+3lnx+2)+c 


2817? 4 
tgxln(cosx)+tgx-x+c 


3 Ж 
Ge +3x)Inx 5 45 -3хас 


4 4 4 7 
X In? NL == gta 
4 8 32 


x(In? x-21nx * 2) c 


E. gw 
41-х2 Wu CMT 
x 


In x(In(Inx) - 1) +с 

Genf eee) i ex ec 
aJ %-- y 2 

SE inns e21- өс 


(3х2 +5x-2)e "жс 


123 


124 


© 


© © © 


o € O 6 


© © 


Eduardo Espinoza Ramos 


| ХӨХ ау Rpta. «Же, ее 
(1x)? 1+х 
а" х-1 Т” 
| 4 dx Rpta. ——e -с 
x x 


| Ох-зуо? —3x -1)^ In(x? -3х-1)0х 


2 5 
Rpta. | nn a MP же 
5 5 
Peras Бра. —e "(x? +2x+2)+c 
[Фе Rpta. —3e "^ (x? «9x? + 54x 4162) «c 
fo —2х+5)е "ах Rpta. -(x° +5)e * +0 
g“ 
[e —3x)e*" dx Rpta. 216 G6x? —]8x? -102x 417) «c 
3x? +2x-1 E Vs 1 

ПР Rpta. 12 (3x^ +4х M. дал 


[ex 6x? 42x 5)e “ах Rpta. е“ (2x? eye 


li агсір /x dx Rpta. xarcig x ЧӘР раг arctg x +С 
1 
fx arctg” xdx Rpta. >=” +1) arctg” х-2х arctg x In | x? 41) -с 
1 сїр” 
= Rpta. i—i arga E е 
х”(1-х”) (I x^)" х 
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f arctg x P 


x? 


fe arctg 3x dx 


2 
f х ud e*dx 
(x +1)" 


| Ё ш ах 


4Ji-x? 


| arctg(/x +1)dx 
| хага x? -1 ах 


[ arctg Ax лах 


[жил 
(1+х?)? 


pa — x arctg x 
1 gq«x?y 


ГЭХЭ шон 


| xsec? хах 


хэв x dx 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. x+ 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


х arctg x 
iX vss GNE Ee 
М x x 


х ez 79 
Ar amtgix-- ec In [Legi | 4c 
3 18 160 


М -x? шү E ide 
x+l 
(x +2) агсїр/х+1—-/х+1+с 


E arcigalx? -1 de -l*c 


. (w? * D arctgw- = (w +3)+с 


donde w- dl - 


arcipx агсірх X 
Ni ^ Lu. ТЫРУ "ЕТ s 
4 2(1-х%) 4(1-х”) 


x 7x? +5 


уы ANT 7) arc.igx c 
21-х“) A(l*x^) 


24 x arctg Vx 1n |14 x | ec 


хірх+10[соѕх|+с 


3 


x 
хїрх——у-+1п[|совх Se 
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O 


[sendfx ах 


| xsen xcosx dx 


Б sen x dx 

[е + 5x 4 6) cos 2x dx 
Баз Зхах 

[cos ес? ds 

fa sen x dx 


f9x1g? зхах 


x 
| = dx 
sen” x 


| sen/2x dx 


Р 


sen? Xx 


dx 


| хсовЗх de 


[xsen? хах 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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x(Q Y) сов3/х + 23{х sen Mx) +С 


ѕеп 2х 
8 


х 
з= 


3 


—x? sen x 3x? senx + 6xcosx — 6sen x c 


2x? «10x «11 2x45 
-“-- ne 


со52х+с 
ES 1 
— 18 3x-—1In|sec3x]+c 
3 9 
х x 
—2xc tg( —) + 41n | ѕеп(—) | «c 
2 -2 
—x? cos x + 2xsenx 4 2cos x ^ c 
9x? 
мани — niue Be [56 
-xc tgx * In| sen x | ^c 
- 2x сов-/2х - sen 2х+с 
- нін е) әс 
sen х 3) 
cos 2x 
——— E 


x 
3 sen 3x + 


x! xsen2x cos2x 
4 4 8 
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@) 


fa cos x dx 


[sec x dx 


arcsen x 


4x41 


dx 


fi arcsen хў? dx 


[ arccos x dx 


| arcsen x 


х? 


| xarcsen(x? )dx 
| 6x? агсѕеп 2х dx 


| arcsen 2х dx 


p xarcsen x 


gye 


Í (arccos x — Іп x)dx 
3 1 
| Ax” arcsen(—)dx 
х 


ue arcsen ша 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. — 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


sec x tg x 


b 2 
T arcsen(—) 4 
x 
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3" (sen x +1n3.cos x), 
14 (In3)? 


(2sec? x3) ez n[seex etx |с 
24 x +1 arcsen x 44-1-х c 


x(arcsen x)? + 2arcsenxA2- x? —2х+с 


2) 
xarccos x 31-х? tc 


arcsen x x 
[q cM le 
І-(1-х”) 


2 


X arsena? j+ i-a +c 
Ji-4x? 4 
4 


NET 
aec - x +c 


2x? arcsen2x + 


1-4x? 
BONNER хя, 


E OTI e реа 
(dy? 2 ізх 


xarccos x -1—x? —x(Inx-1)+c 


2 
+2 
x?-1+c 


24x arcsen х+241-х +С 


(кеші 
кә 
ж 
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ГЕ arcsenx dx 

| хсов! хах 

[е cos3xdx 
pesa КА 

ГЕ senxsen3x x 
Ге cosbxdx 
fe? coste” x 
[хес (п) 
[eed 

| хансвас х dx 


| (arc sec xY dx 


fe агсірх dx 


[Ух\пх dx 


х 1 EE і 
Rpta. --агсзепх--(1-х + ж? 
р 3 52% ) 3 ) 


Rpta. 


3 


Rpta. 
Rpta. 
Rpta. 
Rpta. 
Rpta. e 
Rpta. 

x sen? 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. — 
Pa ! 


. — arcsec x— 
2 
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„ 
142 3-8 


Pu 2 cos? x 
sos Bs ui c жағаны 


e x 
710 (3sen3x —cos3x) +c 


е” cos2x-sen2x 
SY 
2 5 


e” (25еп 2х + cos2x _ 4sendx+cos 4х 
4 5 17 


Dn cui, 
a^ «p? 


е^ sene* + cose" «c 
1 
(In x) “Ж (xsen(2 Inx) -2x cos(21n x)) +с 


ll. 
--е” (х+1)+с 
> (xl) 


2 2 
X ix FO 
2 


2 
х х 1 2 
—-arctg x - — 4 —]n(l x^ )-c 
3 gx 872 (--х”)-кс 


2 ха Inx- à x^" up 
9 
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[ sen x.1n(1 + sen x)dx 
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Rpta. -cos x.In(l * sen x) * x x cos x «c 


Si f'"(x)--af(x) y g'(x)-bg(x), donde a y b son constantes encontrar la 


integral | гоэв" буд : 


| cos(In x)dx 


| вх +1) arctg 2x dx 
fa +5x + le" dx 

Ге +х+1)веп хах 
far +7x+1)e* dx 
Ге -ӛх- Де "dx 


2 
Ha 


x 


e 


1 
a+b 


Rpta. ГГ) (х) - / Gx).g60] * c 


Rpta. 5 [sen(inx)+cos(lnx)]+c 
Rpta. (Хүхэ цуасавдх E +1)+с 
Rpta. e"(x? +3x-4)+c 
Rpta. (2x +1)ѕепх — (x? + x -l)cosx ес 
Rpta. хе (3х+1)+с 


Rpta. —e `(х”^—3х-2)+с 


Ера. -e "(x^ +5x+9)+c 


fa? +2x + S)2sen х +3 cos хуйх 


Rpta. (3x? +10х 4 13)sen x - (x^ - 2x2) cos x &c 


ЇР In(x$ —1)ах 


Rpta. о? -pin|x? -1| Ax? —1)] 


+10 -DInpx? +1] 4x5 +1) -с 
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[moe dx 
Rpta. хіп (х ex? )- 241 —х? In e +x? )+2х+с 


8 


far + 2x—1)sen 2x dx 


1 
Rpta. Qx? —3x M one 2x - (x^ -3x? +х+1) соѕ2х+с 


реа Pa «o? nx а farcsen-3x ах 
fine? + 2а (оз) Го? +7х —5)усоз2хх | ву угах 
fe” senxcosx de Je cos3x ас (Реза 
ээ y Pte Djs 


Ғғ. 
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INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA.- 


Sea и =f(x) una función de x. En muchos casos es posible calcular una integral 
efectuando una sustitución trigonométrica, y estas integrales son de la forma: 


Donde R es una función racional. 


Ahora daremos un criterio para calcular estas integrales, para esto consideremos los 
siguientes Casos: 


Integral Indefinida 


ler. Caso. Рага la integral de la forma: [nude +а? )du . a»0 


Construimos un triángulo rectángulo. 


Se toma la función: 


tg 0 2% lo = arcte(-) 
a => а 


м —aig0 іш —asec? 640 


Construimos un triángulo rectángulo. 


Se toma la función: 


— 
и =аѕепӨ du = a cos0 46 


u sen Ө = д 0- arcsen(=) 
a a 


sec == 0 —- arc sec(-) 
a > a 
и = а ес Ө du = asec0 tg 0 46 


Las demás funciones se toman de acuerdo al integrando que se tenga. 


13] 
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Observación: Se trata de la sustitución trigonométrica del tercer caso 
СЭ —a? )аи . se procede del siguiente modo: 


a) Se calcula la integral para u> a. 


b) Se calcula la integral para u < -a, luego se hace la sustitución v = -u, de donde él 
calculo de la integral se reduce a la parte (a). 


c) Por lo tanto la integral resultante se compone de dos integrales, una para el 
mtervalo u >a y la otra para el intervalo u<a (ejem. 3). 


Sin embargo estas integrales pueden resultar iguales y dar una sola expresión para la 
integral dada (ejem. 4). 


Ejemplo de aplicación de éste criterio.- Calcular las siguientes integrales: 
| x^ dx 
(9 4 x? ү” 2 
Solución 


Aplicando la sustitución del ler. caso: 


X X 
ш6-- 0 — arct (— 
P S ЕС) 


Se toma la función: 
x=31g0 dx =3 sec? 040 
2 1/2 
Además seco 879 — > (x^ +9)? =3 sec Ө 


f х?ах MEE 


=9| tg? 6.sec 0 40 
3 sec 0 Гв 


-9 (sec? Ө — 1) sec 6 40 -9| (sec? O -хесӨ)д0 


- 9I (ig 6.secO «In |igO +зес 6) 01120 + зесө ес 


Integral Indefinida 
9 
2340052 -In|tg0 + есе |) x c 


ri 
-injž+ x 49 


1+с 


Solución 
A la integral dada escribiremos asi: [——2— = == 
x'416«9x?. 7 x? Ja? +(3х)? 


Aplicando la sustitución del ler. caso se tiene: 


tomando la función: 


/16+9x7 ч 


3х 
3х 100 == Ө =агс1р(— 
е-е [решш 
0 1 0m |ш- Зэс 0 do 
4 3 3 
16 +9x? 


sec Ө = 416--9х2 = 48есө 


4 


Ahora hacemos las sustituciones 


ns 2040 


ET ?4164-9x? "mmm ri Ө.45есӨ 716 tg? 8 


-2 | ФАР y == [c10.cosecgdo 
16 16 


sen? 6 
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з 46s 9x OS ^ 
16 


3 
=———созесӨ+с=— 
16 3х 16х 


Solución 
De acuerdo al tercer caso se considera dos partes. 


1га. Parte.- Six» 2, se tiene la sustitución. 


sec 8 => ша lo = arc sec(7) 
М” Jo Че Les 
х2-4 x = 25ес@ dx —2sec0.1g 0 40 
uf 
4 2 - 10-54 > vyx’ -4=2150 


Ahora haciendo la sustitución en la integral 


| dx -| 2 sec0.1g Ө de = 198 6 
34x? a 8sec* 0.2180 ) 
sen 20 


[а + соѕ20)40 = 0:507 e = 2. (Ө +5en0.00s0)+c 


РФ. 
16 2 


2_ 
tres) Ете Six»2 


2da. Parte.- Six < -2, se tiene la sustitución x <-2 -> -х > 2, ahora hacemos el 
cambio de variable y = -x aqui se cumple y > 2.Ё 


[——2—= [—2—= A 
ax? -4 y ly -4 y |? -4 
2] y? -4 
3 
y 


- = aresect?) * )*c dela (Ira. parte) 
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24x? -4 


] -xX 
= — (arc sec(——) + +C, SiX<-2 
TÀ C53 12 ) i 


-In|x x? ЭР | *c 


(4) Demostrar la formula 


[ ах 

4x? -a? 
Solución 

De acuerdo al tercer caso se considera dos partes. 


ira. Parte- Six>a => se hace la sustitución. 


X х 
sec = — 0 = arcsec(—) 
a > a 


х =аѕесӨ dx = аѕесӨ.ірӨ dO 


2 А 
шӨ= “7 "2H =>  x!-a? =a1g0 


Ahora sustituimos en la integral dada. 


a sec 0.tg0 


2 PUES е. dO = [есе аө 


х 4х? -a? 
=1п |ѕесӨ 4 tg0 | сү 21n| —- — — thc, 
a a 


-In|xedx? -a? | «c, -ina -In|x ex? а? | эс, six»a 
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2da. Parte.- Si x<-a > -x>a, luego hacemos la sustitución у = -x aqui se 


cumple у> a. 


¡>| 5-2 
h-a fy? Ne: [y? -а? 
--In| y»? -а? |+c, dela (Ira. parte) 
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= Ламу" - Er =1n| 3-4 
29.23 
-х+(х”-а ) 


=Infx+Vx? а? |4c, si х<-а 
? ? 
-In|x x? -а” |+с 


resumiendo se tiene: 


| ах 

зә 
ах 

5 Jam 

Solución 


De acuerdo al criterio del ler. caso se tiene: 
х | х 
== Ө =arcte( +) 
Tomando la función: fzo 45 = 45 
Х Ns n A 


кы ac =>. 3х? +5 = A5 sec 0 


ahora hacemos las sustituciones en la integral 


М5 ес 646 11 сов0 


lo 218 +5 perm ?g.[ssecO - 53 sen? 0 


а 


cos eco ух? + 5 
с wt ш------ 


1 
-—]|ctgO0.cosec0 d0 = — 
21 Е 5х 


O [2 
w -amg 
Solución 


A la integral escribiremos asi: 


| ах -f dx 
(x —2x +5)? 2-1? + 4-17 « 4]? 
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Aplicando el criterio del primer caso se tiene: 


> Tomando la función: 
"y x 
N) 1 
ГА X 5 P E к. 
аў ва 8 Ө - arctg ті) 
2 => 2 
2 п x21421g0 dx=2sec? 040 
к-1у 44 
„Ре z 4/0)? +4 =2sec Ө 


ahora hacemos la sustitución en la integral 


2046 
[ : dx 3s -[ эн а -1 [cose d0 
(x^-2x41) 75 4sec^ 6.2зес6 4 


_ ѕепӨ _ х—1 


= +e= HE _ —- 
4 44 x? —2х +5 


+С 


Solución 


A la integral dada escribiremos asi: 


x dx . dd ' : 
aplicando el criterio del primer caso se tiene: 
x+1 


f x dx -| 
Jx? 42x45 JG 0? «4 
= 0 „ды“, 
> 2 


Tomando la función: E 2 
х--142180 dx = 2sec? 040 
x +1 


4x? *2x45 
2 


sec Ө = х? 42x 4 5 = 25ес Ө 


ahora hacemos las sustituciones en la integral dada. 
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14 2tg6)? 2sec? 640 


ар 
¡> “| 25ес0 


= [aw 0 121g? Ө +61g0 —1)sec 0 de 


= (142180) sec 0 46 


8 
шил 0 -6tg 0.sec 0 + Sin|secO +1р0 |-2sec8 +c 


=” +259)" T +2х+5 +5InJx+144x? +2х+5 БЕ +2х+5+с 


ар ЭР БЭР”. m ЭЭ. аанай +2x+5|+c 


| e ах 
(967 +1)? 


Solución 


PER 2. | e "dx 


A la integral dada escribiremos asi: |< > = — ------ 0 
(9 74)" 5 ((3е7*)2 +I Be~) +1 


Aplicando el criterio del primer caso. 


Tomando la función: 
160 =3е* Ө =arcig(3e *) 
. 0 > z 
» DET он =“ 


ѕесӨ =49e +1 => sec?^0-9e ” +1 


ahora hacemos las sustituciones en la integral dada. 


P dw 1 sec? 646 


UE мш = o 
A =—— | С080 40 
) (9e 2-1) 7 37 ѕес? Ө.ѕесө 3 
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sen 6 e? 
—— + “Ч ЫС 
3 49e ?* 
| (2x —5) е 
4 dx—x? 
Solución 


A la integral dada escribiremos asi: 


dx , aplicando el criterio del 2do. caso se tiene: 


¡EA 5) d шр элке (2x —5) 


Y 4x—x? 4-(х- {4-0-2 


Tomando la función: 


2 = 0 
2 y = Ө —arcsen(^ —) 
x-2 2 = 
x=2+2sen0 dx =2c0s0 46 
E 
2 Mw — 
4x -X esp E > d4x-x? -2со80 


ahora hacemos las sustituciones en la integral dada. 


pem. Qx-5 y dx= [RB a 20050 40 = | (4зеп@ —1)46 хайна аы 


J4x—-x? 2со80 
9 х= 2 2 x-2 
——244x-x^ —arcsen( - ut: — {Миё — arcsen( 2 e 
| x' dx 
1-x? 


Solución 


Aplicando el criterio del 2do. caso se tiene: 
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T ѕепӨ =x Ө = arcsen x 
Tomando la función: 
x —senO dx = cos 0 40 
1 
X НЫ, 
cos 0 = 4 lak 
И \ Е 
1- x? ahora hacemos la sustitución en la integral dada. 


PEA 0.cos 0 40 = [ sei? 040 => fa- cos 20)40 


cos Ө 


en 


-26 - M, e => (0 -sen6.cos6) «c e (апзепх і а) + 
(1) | (2x-3) 
TOME T o n 
Solución 
A la integral dada escribiremos así: [ ШЕ... - - Ке елиш... 


Aplicando el criterio del 3er. caso se tiene: 


Tomando la función: 


|sec o = 3*1 0 = arc set) 


элий dx = 2sec0.1g 0 dO 


2 24,172 
you ES => dx? +2х—3 221g0 


2 
ahora hacemos la sustitución en la integral. 


(2x-3)dx ((456с0-5)286с0160 40 
(х2 +2х-3) Ј 41g? 02180 
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«T 4sec? 0 —5secO 


5 46 = | совес20-2 c tg6.cos ec0)d0 
4tg^ 0 4 


х+1 


2 
A 
pem -2Х- E" РЭГ ? 


=Ž cosec0 - ctg0 +c == 
(3) | sec? 640 
(4- tg? ө)?! 2 
Solución 
A la integral dada escribiremos asi: 


3 ? 
E sec? 0 d0 
[ sec 6406 — f БЕСІНЕ aplicando el criterio del 240 caso. 


(4-1g7 0)? ? (a ig? 9 4 tg? 0 


Tomando la función: 


2 
tg0 | А 
t 
[сеп а- 180 a = arc se) 
EA Г] | ЭР” 57 : 
Ї = ¿sen n E 
44-16 0 E a sec 640 = 2 cosa da 
4-1g 0 FETA А 
— 5 > 14-110 =2соѕа ээ 4-1820-4сов8 a 
ahora hacemos la sustitución en la integral. 
—— 0 
[—— 2. 3 Ers =- [s “ada -Liga — — +e 
(4-1g^ 0)" 4cos” а.2 cosa 4 4-1870 
(0) [бизн 
(x  YX( ні 
4 
Solución 


Aplicando el criterio del ler. caso se tiene: 


142 Eduardo Espinoza Ramos 


А Ө = arctg x? 
^ 00 =x 
Tomando la función: > sec” 640 
2,450 
secO=Vl+x? => seciO=14x* 
ahora hacemos la sustitución en la integral dada: 
[ dx -| sec? 040 
r= — гт. 125» сш 
+ хеј +) 2 241g 0 вес” Ө-/вес Ө — 160 
A аб u Ме, cos 0 40 ii cos 0 40 
2 tg 0 sec — ig? e 2 sen Ө —sen^ ТЕ ШЕТТЕН 
2 
— MÀ 1 
4 ѕепӨ –1)+с 
2 
—" 25” -1) ЁС 
2 414 x* 
| 2 
[ x^ +2х-3 dis 
хы 
Solución 


Completando cuadrados al subradical. 


4x? +2х— = (+1)? —4 , entonces la integral dada escribiremos así: 
jun +2x—3dx ita же, 


dx , aplicando el tercer criterio se tiene. 
х +1 жн 
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Tomando la función: 


х +1 x+1 
x41 1 [есе = > » Ө = arcsen( ——) 
x -2x-3 ЕЗ” dx = 2sec0.tg0 dO 
2 жайы Х%2х-3 
x4l 


ahora hacemos la sustitución en la integral dada: 


[+ mc 3 +2x-3 


dx = | sen0.2sec0.18040=2| 1g? 040 
х+1 


~} ? - 
= 2| (sec? Ө - Dd0 = 2(tg0 —0) +с = A - arcsec( y tc 


-4x!42x-3- 2aecsec( 3) tc 
1.69 EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


Caicular las siguientes integrales. 


x dx х x 
—— O3 Ера. ————— - arcsen(—) + c 


nec уау o-9 


dx Rpta. 

gj" > 120x^ 

| 2 Р БЭХ — T 

[5224 Rpta. 51357257" 5—52 +C 

x x 

(16- 9x2)? 1 06-97] 

———  — dx Rpta. —— -———. —— 4c 

(4) | хб р 80 P 


© 0006000001 


© 0 


Ге 16-х? dx 


ре 


dx 
(х? +1)? 2 


| x dx 


ES dx 


[ х?ах 
41214 4x3? 
[549-5 dx 


¡qe xg? x 


42 вес? x 
х? +1 
pies, 
X 


І ах 
(x? 297° 


pa dx 


[ (x +1)4х 


49-х2 
ps -8 4 
E Аа... 
x 


dx 


Rpta. 
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416-х” 


Rpta. 32 атсѕеп т — 3 20 (8x х?) +с 


Крга. +агсівх+е 


Крга. 


me 


Rpta. 2arcsen- — = (х? +2x)+c 


Rpta. 52 асвет 7) 2 +4x-x? 2 > 6 


e 


Rpta. Fl arcsenz- (9- 2x7 N9-x? «c 


t 
EX 2 +ѕес2 x -Żinjigx e sec? х| ёс 


Rpta. [eoi vig rn ju 
x 


Rpta. TP aed 
54x? 45 


Rpta. 4x? -16 -Aarcsec( ^) c 


Rpta. -49-x? +arcsen «c 


Jo? -87 3 


ta. 
Эс 24x? 


c 
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© © ® © 


© © © © 


© © © 


psa 


dx 
| sue +2х 
[ dx 
х? x? 


[ dx 


(х? PIN “Жж 


| = 
3x кы X 3 


Rpta. Jx? 42x «In|x 414 Ax? 42x | ёс 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


х 


ае?" 2e? +5 


] 2 
е ERE +1)+ 


4-x* 


х 
e —] 
+С 


_(25+х? pe нд 
125x^ 
3 
X 


5 
X 


E 


и =; 
si +e 


3x? 


(8+x7)+c 


Xx 


х 
—arcsen(—) +c 
a 


4x? +2x 
> E 


2(x +1)? 


5 


— te 
3(9-x?y 7? 405(9—х2)°'? 
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(4x + 5)dx 9(x —1) 4 
| з 3/2 Крга қыз” LE Q4 Tr ий 
(x^ -2x42) (x^ -2x42) (x^-2x42) 
сай мэд NT. 
[ EE 4 dh Rpta. А idi. 
x^ x 3 
(2x – 3)ах 5х -3 
| 2 433/2 Крга. 2 _д\у!/2 "s 
(x^ +2x-3) 4х +2x-3) 


| (x? +3x)dx 
(x - (х? erp” 


La “кете 4 2 = 
Крга. ух? -2x*10«51n| dx? -2х+10 4104114510 222 NS m 
х 


(x? —3)dx I 2 à 1/2 3 E 
X NR IS Rpta. —[In|x^ * (x^ —4 - carcsec(—)]-* c 
x(x* q P zu | (х ) | 2 ( 2 )] 


| (Ax? + Ddx 
(x 3)(6х– x? - M 


1-(6x-x? -8)? 


Rpta. —24arcsen(x -3) +37 10| |+4(6х -x° – 8)? +e 


х—3 
| 8sen 2x.sen x dx 
(20—4sen2x -19sen? х)” 
Rpta нен. 127 цар A —4 +12)+c 
3(g? x-81gx +20)? 3(tg? x -Btgx 20)? tg? х-818х-20 
x dx ТРЕСТ 
Ірге ML : 3 DS Rpta. | т: — Me 
(x^ -2)x^ -4x7 +5) 2 x*-2 
dx x 


——_——— ра Rpta. arcigl >=) “с 
1 2x? ex? +1 41--х2 
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[ dx 
(14 x? Ma? pe 


© © 


[ dx 
(1х2) х2 


Ө 


dx 


2 1/2 
(х” +2x) ж 
хы 


© © 


[ dx 
x*(x? єр” 


2 24/2 
| -2-- T, dx 
y? 


6 


оза t 6x 4 8)? dx 


© © 


| ах 
(Ax х2)3'2 


[ х dx 


@) 


[ 24х 
x(x^ + 25)? 


1/2 


[eee a ) dx 


© © © 


| (4x — 5)dx 
Ek 2:4 £g 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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1 аз алдаж!" 


zin] | | ёс 
AS E dl e 


4x? -1 


1 
Fi d sec x + КЕЗ 


(x? +2х)!'* - arc sec(x +1)+с 


? 2 A E 
p^ a3)" те 8) 
+ 
9х 27x? a 


2 2 


E х 
——— — — — MT +c 
x 3 


Sao +6x +8)? tc 


——— —— Sms 
Ara ) ? 


3 
X 


ЧЕ A 242. 
(4. жу? 


ак“ +29 * -51- 0х 


3i«172 x 
хэ... arcsen(—) +C 
e* 4 
9(x —1) - 4 Ж 
(x? =@ їй)” (x? 9х2 


9o 
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2 2,1,2 
GP eu шиг” 


ГЕ uL ы Rpta. (x! +а?)!'? +011 e Ө а ad 
х 2 CHTS -щ 
x^dx 3 x43 2.12 
= A Rpta. —arcsen(x -1) — Da)" ac 
(so) ia” P 2 (x -1) 5 ( x^) c 
dx х-3 
and 51 «ТТІ MN AA -ңаата 
© laa” 9(4х7-24х 4 27)? 
2 1/2 2. 372 
(5) ¡E Da Be LEE 
бх’ 
2 3,2 5,3 
(53) | ан a Rpta. йн , 
125x^ 
dx x-1 
© | 2. 3,2 Rpta. —5— —— rv; +С 
(х' -2x45) (х? -2x4 5) 
2 12 
(65) | T ИШЕ Rpta. xit — 5... 
(x -Dax^-2) ^ x 
o rm 2,103 
T "MN 
х 2 
2 
(57) [ow e 12 dy Rpta. Зай х? 2_p? ү" E д 2.2 2 ,2 ығ” 
а“ За“ 
н. эрч Rpta E 1; A 
(е +8 кту” де” 48e! & 7)? 
Зх агсѕеп х arsenx 1, x x«l 
— — dy Rpta. : =—( | + 
л гүр (er^ 21. сығу” 
-3Х7 - 
2x! 4x44 
[ Gn and Rpta. аге —)- (x-D(342x-x^ 213 2" 
Таа) 
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© 


[ose —x dx 


x dx 
a ur ЗА +5 


| xdx 
dj 125 


dx 
[=== 


(x - Dx! - 3x + 2)? 


Ima mh 
{ж Р 
X 


[аа —2a" —15 dk 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


1 
(а? à y? x? +2а? onte 


dx? -4 


4х 


жс 


1 
—arcsen x —- 1— x^ tC 
2 2 


! T Ч 
7 UnIx* кух? —4 |-Sancsee Jre 
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Rpta. — in + 
ge. 515) Dz |+c 
Шы. E 4x? -12x-5(3-2x)]+c 


dx 
UT RUE 


[—*— 


Ө [= 


(2) pss s 


3 
Y 


05) [т is 


(Ax? -24х + 27)? 


(т) ES 16 — x? dx 
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Consideremos dos funciones polinómicas: 


] 
Р(х) e hux" b, ax" ж.эфүхэ бү. у QUOsa,x" +4, x" | +...+4,x+0p 


т 1 


una función racional es el cociente de dos funciones polinómicas. es decir: 


cuando el grado de la función polinómica P(x) es menor que el grado de Q(x), a la 


función racional se denomina función racional propia. cn caso contrario se 


Qix) 

denomina impropia. Si la función racional es impropia. al dividir el numerador entre 
el denominador, a la función racional se representa como la suma de una función 
polinómica y de una función racional propia, es decir: 


Р(х) R(x) 


ex) t 


О(х) Q(x) 


donde el grado R(x) es menor que cl grado de Q(x): nuestro interés es la integración 
de las funciones racionales propias, es decir: 


para cl cálculo de estas integrales consideraremos los siguientes casos: 


ler. caso: Cuando se tiene integrales de la forma: 


. donde a.b,e son constantes. 


Para calcular la presente integral se procede del siguiente modo: 
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y 


: 3 b b- 
а) Se completa cuadrados en el denominador: ах” «bxc - a(x* —). 4(с---) 
2a 4a 
— b 4 
b) Sc hace la sustitución 2 = x * — , con la cual la mtegral se convierte en: 
a 
Ах+ В mn тг sut" n dz 
| —4- 24 -- 4 + 
ах” tbx4c a(z^ n) а#-°+п az «m 


cl cálculo de estas dos integrales sc realiza mediante las primeras fórmulas 


básicas de integración. 


РО А — 
Lx) ах. la función polinómica Q(x) se 


240. Caso: Cuando cn la integral [ 


= 


descompone en factores todas lineales y distintos es decir: 


Q(x) = a, (x -aj (x — о... )...(x -a,) 


N 
a la función racional Sc expresa como una suma de fracciones simples: 


Р, 


[= ас uL Nw 


ов)” х-ар x 


donde A,.A)..... A, son constantes que se va ha determinar. 


3er. caso: Cuando en la integral 58 la función polinómica Q(x) se 
O(x 


descompone en factores lineales algunas repetidas, suponiendo que 
X —a, es el factor lineal que se repite p veces, es decir: 


ООд-а,(х-аХх-а)..(х-аХх-о,)-(х-а,) 


Р(х) 


a la función racional se expresa como una suma de funciones simples. 
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PO) 24 ш: Ж Кд ЛОГ m decur ЖЕ ДЕЕ TuS NOD: c EN 


Об) хта (x-ay (к-а? Х-брү 


donde 24,.4,....4, son constantes que se van ha determinar. 


4to. Caso: — Cuando en la integral IPLE la función polinómica Q(x) se 
X 


descompone en factores lineales y cuadráticas irreducibles y ninguno se 


repite, es decir: 


О(х) -а,(х & bx e a + byx e) bxc хац). дх а, ). a la función 


E 


se expresa como una suma de funciones simples 


racional 
(x) 


= 


ec 25 5 : doc 
Оо» - Coxobxte х tbati s x bx x 


ГЕТЕ ЕТЕТІН AREE, AREE 


donde 4,.4,....4,. B,. B). B4. son constantes que se va ha determinar. 


Р(х) 
О(х) 


descompone en factores lineales y cuadráticos repetidos en donde los 


Sto. Caso: Cuando en la integral dx, la función polinomica Q(x) se 


factores cuadraticos irreducible se repite es decir: 


3 2 22 2 
О(х) = а, (х +Ьх+с) (x—03)..(x—a,) ala función racional se expresa como una 


suma de fracciones simples. 


donde 4,.45.....4,. B,.B, son constantes que se van ha determinar. 
Ejemplos de aplicación de éste criterio. 


Calcular las siguientes integrales. 
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© f л €— ^s 


x -2x^-x-2 
Solución 


Factorizando la función polinomica del denominador: 


О(х) = х +252 6-3 (x * D(x - 1)(x + 2) а la integral dada expresaremos asi: 


4x^ 49x41 C 
— —— + ——-)d — (1 
pa A d 


Calculando las constantes A, B y C. 


x? +2x? -x-2 x41 x-1 x42 


Ax? 49x-1 И АЧЫ 
— A(x -D(x * 2) + B(x +1)(х +2) + C(x + 1x -1) 
(x +1)(х - D(x +2) 
igualando los numeradores 
4х? 49x 1— A(x? 43x42) B(x? -x 2) C(x? —1), ordenando 


4x? 49x -1-2 (A B C)? + (344 B)x * (QA—2B —C) por identidad de polinomios 


se tiene: 
4-8-0-4 
- А 9 ahora resolviendo el sistema se tiene: 
+ = 
4-2, В-3, С-- 
24-28-С-- 


Luego reemplazando estos valores en (1). 


2 ^ -. 
1-2 49x-1 dr [C3 3 — 1 тн 
х? +2x? -x-2 x+l x-1 х+2 


(ха) x -1)? 


| +С 
+2 


=21п|х+1!1|+31п]х—1]—1п|х+2[+с =1п| 
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Observación; Para calcular las constantes de la descomposición de la función 

racional se ha hecho mediante el método de los coeficientes, 
también se puede calcular dando valores particulares a la variable x, en este 
caso se dan valores apropiados a x, y se evalúan ambos miembros, los valores que se 
asignan a x es conveniente tomar х = а;, donde a, son raices de Q(x), o también 


asignar valores pequeños, tales como: 0. +1, +2,..., etc. 
Ax? +9x-1 А В С 


Ejemplo: En el caso: ——MA—— m————4 
x!42x!-x-2 x«l x-i x42 


Los valores de x se sustituyen en la ecuación. 


4x? 49x -1- A(x— Dx +2) + B(x *1)(x * 2) + C(x * (x1) para: 


x=-1 12-2 6A A-2 
х=1 > +-б=-2В => 8-3 
x=-2 -3 =3C C --1 
| (5x - 7)dx 


(x -3)x^ -x -2) 
Solución 


Como О(х) = (x -3)6 -х-2)-(х-3Хх-2)Хх-!) entonces a la integral dada 


expresamos así: 


(5x - 7)dx A B C 
GRA GEN 99 i 
EU -х-2) | ын 6-8 «Г 5 (1) 


ahora calculamos las constantes A, B y C. 


(5x +7) A B C 
m——— ^ CD * 4—— 
(х-3Хх”-х-2) х-3 х-2 x«l 


(5x +7) T A(x -2(x *1)* B(x -3)(x +1) + C(x -3)Y(x -2) 
(x-3)(? -Х-2) (x -3Xx - 2€x +1) 


Integral Indefinida 155 
igualando los numeradores se tiene: 
5х-7- A(x? - x -2)« B(x? -2x-3)4 C? —5x- 6); ordenando: 


5x-7=(A+ B+C)x? « (CA-2B—5C)x -2A4—3B 4 6C. por identidad de polinomios 
se tiene que: 


A+B+C=0 : . . 
Resolviendo el sistema se tiene: 
41-4-2В-5С = 5 


А-2, В=-1, С=-1 
24-38 «6C =-7 


Luego reemplazando los valores de A, B у C en (1): 


| papa -[ 5... dx 
(х-3Хх“-х-2) 


(х-3)! 


—— — |t 
(x -2)(x +1) 


—21n|x-3|-1In[x-2|-In| x 1| 4c —1n| 


© f dx 


бх? -7x? —3х 
Solución 


Como Q(x)-6x!-7x!-3x = х(2х-3)(3х +1) entonces а la integral dada 


expresamos asi: 


dx A B C 
A um ge e + d ... 1 
128 —-'Ix^ —-3x І 2x—3 3x41) " 0) 


ahora calculamos las constantes A, B y C. 


1 24. B ^ C АОх-3)3х-1)- Bx(3x «1) - Cx(2x 3) 
6х? -—7x?—-3x x 2x-3 3x41 x(2x - 33x +1) 


igualando los numeradores se tiene: 


1= A(6x? —7x -3) + B(3x? +x)+C(2x? -3x); ordenando: 
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1=(64+3B+2C)x? +(-74+ B-3C)x -3A por identidad de polinomios se tiene: 


64-38-2С-0 Resolviendo el sistema se tiene: 


-1А-8-3С-0 
45, m. S —_ 
БУР! a 22 


Luego reemplazando los valores de A, B y C en (1): 


| ах 1 dx, 2 2 dx um. 3dx 
бх? -7x?-3x 34 x 3372x-3 1143х-1 


2 1 
БЕЛ тр мм ET 
11 33 3 
Solución 


Como: Q(x) = x* -3x? 42 - (x? —2)(х*^ —1) =(х +-/2)(х — 42) + 1x1) 


Entonces a la integral dada escribiremos asi: 


=> 
У”-4Г $2 (x42) (x-42) (x*1) (х—1) 


ahora calculamos las constantes A, B y C. 


x A B ОН р 


— — * * + 
х4-3х2%2 (х-42) (х+/2) (х+1) (х-1) 


A e (ce42)6— 42) +1)(х -1) 


igualando los numeradores se tiene: 


х= А(х +-/2)(х* -1) + B(x -42)x? -p«c? -2)x +1)+ D(x* –2)(х -1) 


Integral Indefinida 
dz Ax? +-/2х? - x-42) + B(x* ET — v /2)+ Сүх! +х” -2х-2)4 
+ Dix! a 7-21 +2) 
x=(42B+C+D LA J2B+C- Dy?) «(-A- B-2C-2D)x- 
-424-4235-2C4 2n 


Por identidad de polinomios sc tiene: 


4-8-040-0 
4234-43B«C- D-0 ahora resolviendo el sistema se tiene que 
]|-4-4-2C-2D-1 А-В-і1, Сер--1 


L 


-402А4428-20-20-0 


Luego reemplazando los valores de A, В, C y Den (1): 


[ v dx = -dx +] —dx «f dx 4 ах 
y sg 2 (x42) (х —-/2) (х+1) 4(х-1) 


| т 2 
= р Een pee 2 1 - In Moto eed i] ec е а, de 
— — y- 
(3 | Que +1)4х 
(x1)! (x -3) 
Solución 
A la integral dada expresemos en la forma: 
2x? 4 19d. ! 
(х +1) (x-3) ІЗІ НГ 4-4 
ahora calculando las constantes A, B y C. 
(x^ +1) _ А à B 4 C — А(х+1)(х-3) + В(х—3)+С(х +1)” 


(x*£D'(x-3) x*l (x4D? x-3 (х41) (х:-3) 


© 
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igualando los numeradores se tiene: 


237 +l = AQT -2x—3) B(x -3)4 C(x^ +2x+1) ordenando 


2x° 41=(4+C)x? +424 + В-2Су)х-3А4-3В-С ahora por identidad de 


polinomios se tiene: 


¡ARO =2 resolviendo el sistema se tienc que: 
|-24»В-2С-0 B р--3 HB 
[-34-3B+C=-1 167 4 16 


Luego reemplazando los valores de A. B y € en (1): 


г Qo dx JA Ї ах pt dx 
ос 03) 16} xel (cy ыг r-3 


13 3 13 
жар T с 2 In|x -3|4c 
I6 Mx+2) 16 


[ Tal —3x- 1) 


сы ас 
J ix- +1) 


Solución 


A la зерта! dada expresemos en la forma: 


-- — 


х*—3х+4 А В C D 
(x X 2 [ 


——————— T а 
2 (xD (xl) r-l -y (іу хэ! 


ahora calculando las constantes A. B, C y D. 


(47-3:44) 4 B C р 


i-us x-i (x-10y ym 


2 Жх-1У (e D) Bix Boc D С(х +1) D(Gc- D" 


-hti 


Integral Indefinida 
igualando los numeradores se tiene: 
v -3x44- Ах х? —х+1)+ В(х -1) C(x 41) Dix! -3x? 4 3x-1) 
x! 3x 44 - (4+ D) ) +(-A+ B-3DYXx* +(-A+C+3D)dx+ A-B«C—D 


por la identidad de polinomios se tiene: 


A+D=1 > Т . 
-A«B-3D-0 ет resolviendo el sistema ET que: 
-АРСа30--3 А=—, jt, С-і, Dz-— 

E 2 4 
A-B+C-D=4 


Luego reemplazando los valores de A, B, C y D en (1): 


((х7-3х44) х -3x + 4)йх _ 1 1 ах aj dx _3 dx 


(x +1) (x-3) 1255) (х-1)5 Y (х-1) 43 x41 


RR Т x*lj4c 


2(х-1) 2(х-1) 4 


7 
=—In|x-1|+ 
1 | ! 


3 


(7) ЇЕ ме —2х—3 


(х +1) (х—2)* 
Solución 


A la integral dada expresaremos asi: 


————————dx = | (~ + + + dx 
(x «1) (x - 2) ха ұн” u-2 qty 


B Lo ad 
Е +x 2x3, ( A B C D 


ahora calculando las constantes A, B, C y D. 


x!4«x!-2x-3 А B С р 
Ж 


— > а - 
x41)(x-2) Хы! (уз х-2 (x-2y 


A+ Dix – 2)“ + B(x -2)! + C(x -2)x +1)? + Р(х +1)” 
(x+ (x - 2)” 
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ahora igualando los numeradores se tiene: 
x+x?-2x-3= А(х+)(х - 2)? + B(x -2)! + C(x -2)x +1)? + Р(х +1)” 
x! «x? —2х-3=(А+С)ух* «(12244 В+ Dy? 4(-44-3С-20)х-44-48-2С-0 


por la identidad de polinomios se tiene: 


A+C=1 | | | 
-34« B4 D =] ahora resolviendo el т se tiene que: 
-48-3С-20--2 A. fen. ЖА pu 

37 9 27 9 


44-48-20-0--3 


Luego reemplazando los valores de A, B, C y D en (1): 


j£ жх!-2х- E per „з dX. „т dx ,32 г dx 2 dx 


(x«D?(x-2) —— 27) x41 9 (lx +1)? *37)5- 2 %74у12)! 
КЕТЕРІН ETA - же 
27 9(х+1) 27 9(х-2) 


(8) (х? +2)ах 


(x 41) (x -2) 
Solución 


A la integral dada expresemos asi: 


(x^ +2)dx = + В 4 С р 2 


ааа, - 3 “БАРА”, 
(х-1) (x-2) Xl (x41 д) x—2 
ahora calculando las constantes A, B, C y D. 


(Us A E D 
weh eð х+1 Ұр, Gay аз? 


“Дх (x72) B(x«(x-2)« C(x-2)* D(x +1)? 
(x41) (x-2) 


Integral Indefinida 161 
igualando los numeradores se tiene: 


x^ 422 A(c -3x-2)+ Bla? -x-2)+C(x-2)+ D(x? 43x? 43x +1) 


x! +2 =(4+ Dx! +(B+3D)x? +(24-B+3D)x-24-2B-2C+D 


[4+0=0 À ` WN | 
B+3D=1 ahora reso ялы el sistema Е tiene que: 
-3A-B+3D=0 A=-£, B=2, C=-1, 0-2 

9 3 9 


-2А-2В-2С-П-2 


Luego reemplazando los valores de A, B, C y єп (1): 


pi me. а ж, : dx 4-2 E 
(хэ1) (х-2) 95 х+1 3% (x41)? (+1)? 
y ! UE. ааа 
9 Хх!) 2(х-2) 9 


25221. Qx^ *5x-5) 
9 x«l 6(x«D(xe2) 


Solución 


Como Q(x) = x! * 3x = x(x^ +3) entonces a la integral dada expresemos en la forma: 


¡La -је+2 Sad 4451) 
X %3х 


ahora calculamos las constantes A, B y C. 


48. "B 4, - Уй Alx? +3)+ Вх” +Cx 


Y TS x х +3 x(x* +3) 
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igualando numeradores se tiene: 4x? +6=(4+ B)x^ + Cx * 34 


Por identidad de polinomios se tiene: 


А+В= 4 4 2 

E ahora resolviendo el sistema se tiene que: 
ый Дей, 8-3 0-4 

84-08 


Luego reemplazando los valores de A, B y C en (1): 


р 2 с 2 э 33 
¡Las (Ел) ШЫРЫНЫ ЫНЫ 
Ж 


? 
v +3х a + 


3 5 oes 
(9) E +31 2x +1, 


2 
45:54 
Solución 


Como QU) = x! «5c! «4 (x? & yx? +1) entonces а la integral dada 


expresaremos en la forma: 


х? .3x-2x41 Áx+B Cx+D 
[ dx- ft 1.25 


7 134) ... (1) 
+1 xg 


7 
кї +57 +4 


ahora calculamos las constantes A, B, C y D. 


х +342 -Arel Ак-В " Cx«D — (Ax Вх +4) +(Cx+ ух? +1) 


x^ & 5x? +4 шэн. gd (C + DGC +4) 
igualando numeradores se tiene: 
vi +307 —2х+1= 4x7 e Ax) + BG 4) CO ex) Dix? +1) 


36 —2х+1=(А+С)х* +(В+ D) «(444 Ck 4 AB D 


por identidad de polinomios se tiene: 


Integral Indefinida 
A+C=1 | | | 
B+D=3 ahora айги el sistema К пепе дие: 
l444 C 22 Ж--і, B4 C=2, р-- 
48-0-1 


Luego reemplazando los valores de A, B. C y D en (1). 


3 ET 
[? +3х 2x+l a sz xdx JE ҮНЭ ыы! s: 


x^ 45x! +4 хы y? E xt 34,74 
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Dni? ag ? бил x 4 In| E ste ort 
= ~ = 2 —— X X == E G 
2 2.4 С 


(D) (х? Ма гре as - ЖТ 
(х- D(x? Tea" 
Solución 


A la integral dada expresaremos en la forma: 


(x? - 2x? +3х-4 4) 4 Á B Cx« D 
A жей х= [0 + 


+ )dx 
(x -1)? (х? m 


8-4 (x -1)? x! 42x42 
ahora calculamos las constantes A, B, C y D. 


з За £a 4, B Сх+р 


(x-1) (x? +2x+2) yal ay? x?+2x+2 


.. (1) 


| Ax - DG +21 2) B(x? «2x 2) (Cx € D)(x 1)? 


(x-1) (x? +2x+2) 


igualando numeradores se tiene: 


x!-2x! +3x-4= Al +1? —2)+В(х” +2х+ 2)«C(x? -2x) 4x) Р(х” —2х+1) 


=(A+ O) +(4+В-2С+ Р)к? +QB+C-2D)x-24+2B+D 


por identidad de polinomios se tiene: 
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А+С=1 | | | 
4A+B-2C+D=2 bL el те: se y^. que: 
2846-3023 T AT TE ӘЗ AR 

25 5 25 25 
-24-428-0--4 


Luego reemplazando los valores de A, B, C y D en (1). 


(x° -2x^ +3x-4) РЫ. = E dr l[ 7x-44 
J {x-1} (x? +2x+2) 2534х-1 5J(x-iy 254 х2-42х-42 


18 2 7 2x42 54 dx 

---Ї|Х-1|4 raj a-i |с 
25 SMx—1) 502 x^ 42x42 254 x^ +2 42 

не. ЭРЭЭН 4 s I pe? ғана emet рЫ 
25 S(x-1) 50 25 

х? +3х+5 
A 
x +8 


Solución 


Como О(х)-х! +8=(x+2Mx? -2x 44) entonces a la integral dada escribiremos 


en la forma: 
2 , 

E з de $ А n dit dx NET 
x! +8 х+2 x*-2x44 


ahora calculamos las constantes A, B, C. 


x! 43x45 _ A Вх+С | A(x? -2x & 4) (Bx & C)(x +2) 
Yag x42 Fna (х+2)(х? —2x 4 4) 


igualando los numeradores se tiene: 
x? +3х+5 = A(x? 2x & A) & B(x? +2x)+C(x +2) 


=(А+В)х” +(24+2B+C)x+44+2C 
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por identidad de polinomios se tiene: 


A+B=1 ahora resolviendo el sistema se tiene que: 
-24-28-0-3 1 

А=—, В >: C=2 
44-2С--5 4 


Luego reemplazando, los valores de A, B y C en (1). 


x? 43x45 1r dx irf 3x+8 
[———aw-- +— ——— —— dx 
xXx +8 4 x+2 4 X —2x+4 


2x-2 dx 
O PE ане 
x2 + x^-2x*4 (1-1) 43 
I 3 2 11 : x—l 
=-—[In|x+2]+=—1n|x* -2x £& 4| x — arcte ——)]4c 
4 2 45 E Б?” 
3 
i -1 
fp 14 
(х +2)” 
Solución 
а la integral dada expresaremos en la forma: 


3 > 
¡a O a 0 
ы x +2 (x *2) 


(x^ +2) 


ahora calculamos las constantes A, B, C y D. 


x'ex-b _АХ+В Cx«D — (Axe Вх? +2)+Cx+D 
x? +2)? x^42 (х2 +2)” (х? +2)? 


1gualando los numeradores se tiene: 
х? +х-1=(4х+ Byx? +2) +Сх+ D = AG? +2х) + В(х? +2) + Сх+ D 


por identidad de polinomios se tiene: 
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Az] 
Е--) ahora resolviendo el sistema se tiene que: 
24-0-1 A=1, B=0, С=—1, B=-_ 
28-0--1 


Luego reemplazando los valores de A, B, C y D en (1). 


277” 4 
[=> тах= [-2——- Tel ih 
(х +2)” x «2 (x? +2) 


1 9 1 dx 
ши | Б ре -02) 
2 2(x? +2) [=з уз 
- ах 
Calculando la integral | ллы 
(x^ +2)” 
x х 
=—— Ө = arctg( —) 
E 3 x "E 
Ше dx = 42 sec? 646 
sec = Uu = 286:0 =үх2 +2 => 2sec*O=x? +2 
| CP EE 040 = [as ы 2949 2 [1350920 д 
4 (x^ +2)” 4sec* Ө 4 2 
2 
БА A р, 006, P o раб ак) 
42 2х 
- (ага EN ) ... (3) 
“р х +2 


reemplazando (3) en (2). 


arcte( E) жс 


42 


3 — 
tai E 
(“+2 2 4x42) 8 


гэ 
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d 
ТӨРЕГЕ 


Solución 


A la integral dada expresaremos en la forma: 


dx А Вх-С | Dx«E 
[——-[ PIA ы мі үр ... (1) 
(х +1)7 Хх жаі (x +1) 
Ahora calculamos las constantes A.B,C.D y E 
| — A4, ВС , DxeE Ах? +1)? +(Вх+Су(х +1)+(Dx+ Ex 

x(x? +1) к жн (a? +1)? x(x? +1)” 
igualando los numeradores se tiene: 
1 = Ax! «2x? +1)+ В(х +х°}+С(х* +х)+ Dx? + Ex 
1=(4+ Bx Сх? +(24+ B+ Dx? +(С+Е)х+А 
Luego por identidad de polinomios se liene: 

А+В=0 

С=0 : | , 

ahora resolviendo el sistema se tiene que: 
14-8-0-0 
Же! == СЕУ, ЧЮ == 250 

C+E=0 

А =] 
Por Іо tanto reemplazamos los valores де A, B, C, Dy E en (1). 

dx 1 х х 

=== = |E- -k 

x(x^ +1)? X x" l (x*+1) 

І 1 a 1 
ЕТЕК КЕТЕ. +1+———+с =-—1п| 3 |+——+с 
2 2(x^ +1) 2 “хо 220791) 
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2% 
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2 


| 23'!43x* ы-і 


(a+ 2x42) /— 


A la integral dada escribiremos en la forma: 


T ЛИРИ 
¡A A PT pa х, ЭЭ?" ... (1) 


(a+ Doe 42x42)! Ё УЛ x? 42x42 (х? 42x42)? 
ahora calculamos las constantes A, B, C, D y E. 


Av кк ?екі — А, Bret RE 
Dee xa Жыс amd УЫ 


AGO 82x &2) +(Вх+С)(х 1) 2x +2) +(Dx+ E)(x +1) 
(xe D? +2х +2)” 


igualando los numeradores se tiene: 
2x! +31 +х-1= AGO 42x42)! « (Bx Cx 4 (x? 42x 2) (Dx EY 1) 
= A(x’ + 4х5 «8i? +8x+4)+ B(x’ +3x? & Ax? +2x)+ 
£C «3x? +4x+2)+ р(х? + х) + E(x+1) 


2x! «3x? +x-1=(4+B)x? +(44+3B+C)x? +(84+4B+3C + Dy) + 
з84-28-4С-0-4Е)х-44-2С-Е 


por identidad de polinomios se tiene: 


A+B=0 
44-38-0-2 
к4-48-1С-0-3 
«4-28-4С-0-Е-1 
4А+2С+Е = –] 


ahora resolviendo el sistema se tienc que: 
A=-1, B=1, C=3, D=-2, E=-3 


Integral Indefinida 


Luego reemplazando los valores de A, B, C, D y E en (1). 


2x? «3x? « x-1 -1 x43 2x43 
[=== + с сло a 
(x-D(x^ +21 +2)" 4-1 x 32x02 A ar 
--| ах T (x + ах +2f dx E (2x + 2)dx -| ах 
x«l x^ 42x42 х? +2x+2 > (х2 +2x+2)? la? +2x +2)? 


1 › 1 
--—n|x*1|*—in|x^ +25+2]+2arctg(x * 1): ——————— 
2 x* 427344 


1 х +1 
— SEEURD-———.—— —— 
2 2(x^ +2x+2) 


1 2 Е 
--]ln|x«l Le Ша” +2х+2|+ arte) 


Ax? +2x+2) 


Calcular las siguientes integrales indefinidas. 


dx 1 х? 
NM AT Rpta. ij 
2x(a  -х ) ЗӨ” a^ —x 


2 > aa 
(1) | 2х7 +4lx-91 - Rpta. т. 1) соты. bis 
(x — DG + 3(x -4) (х +3) 
(2x? — 5)dx 1 x—42 1 RE 
—— Rpta. ———1п %----іп| | *c 
Q) х“ 5x? +6 Б тезі E жїз 
2 Ч ЖЫТ. 
O 088 Rpta. EE. E NR x. іе 
х°—7х+6б 4 («-і) (x43) 
3.2 
(4) Ar жаі Rpta. 210| 1-310|1х-11-111х-114414|х-314с 
Xx —3x -х +3х 


5 | 4c 


© © © © © |> 


© © © © 


© 


| 247-1 dx 


х? “А 


| 32x dx 


o UL dt 
2x —1)(4x” -16x +15) 


(5x^ +2)dx 


? 
x? —5х? +4х 


[ хах 
e -3x7 2 


(x + Ddx 
x! «x? -6x 


| 2-4 ж 


3 
4x —x 


> 
A 


[ (3x + 5) 5 
Х 


[ (3x - 2)dx 
(х + 2)(x* D(x-D 


(2x? + 3x —1)dx 
(x +3)(х + 2) (x -1) 


[ (х? —x +1)dx 


x^ - 5x! «5x? +51 - 6 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


ыы - ше 
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(х [х2 -)+е 


Іп|2х-||-біп|2х-3|-5іп|2х-5|-с 


42 з wl 
—————+ —1n|——]4« 
sl 2 wel 


8 5 1 
-—In|x42|*—lIn[x-*1|4 —In|x-1] 4c 
3 {х+2] > ni | 6 n|x-114«c 


21n|x3]- Inl e21 ez 111 ee 


1 1 7 
Rpta. e a еле а Жы Вур 


ГЕ —2x^ 436? - 9x? +4 


x)-5x!44x 


ёс Бра Et OA 


х+2 


Integral Indefinida 
aub wm WE +1 3 2 
02) [o жығы, Rpta. СИРТ ЭБАК ӘРЕ. АГРЕ ТИГ. 
х’ +x“ —5х+3 2 siis 
5x7 —11х+5 z 3 
| Rpta. in(x -1) (x-2) — TE 
x —Ax^ +5x-2 — 
2 
х”ах к .x-2, 1, 3-1 
dx Rpta. -іп uiti у-ү 
bap ia , 3 m 6 | | 
2x^ —2x 
[zm Rpta. марке 
2x —x 3х 
G) f dx - Rpta. мыт. Le 
y ¿q? 9 х 3х 
3x42 3 
(2) apt D Rpta. e Е. + 
3-1) 2(x +1)” x+1 
а рий. 
Q3) uM Ері, — — «3 In[x-1]--In|x-&1] se 
x! -x*-x41 Цх-1) 4 е 
х+1 d 1 
[5 : Rpta. к 5 tay 
X +4x E ci : 
3 
(3) pz € РА 
x +x +l 


l ? 2x41 4 2х-1 
Rpta. —inix" +x+1l —f3 arct (———) + — arcte(———)-4 c 
p % | | Е BUB g 5 


A, 

> 

ЗЭ вээ 
et 
ә} Су 
> 


БЕЗ ҮЭ | Posh 1 2х-1 


)* — arcte( 
4-4 нг: 


$ 


)+с 
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[ —24x? 430x^ +52х +17 4 
m Eu ^ic s aw 
9x* 6x? -101x? +4х+4 


1 


Rpta. -іп ы-і 2|. у URN 
pta (2)  (x-1) | 38x42) x-1 c 


А 
x^—3x—7)dx 
BEES TM Hin. ыызы 
(2x * 3(x +1)” x+1 9 
¡E Rpta. ям 221, l +e 
x (x1) X x хы 
Xx Ad 2 6 
х е x Rpta. 1n| = | +— +te 
х(х7-2х-1) x+} x«l 
1 2 > dx 9 
je J^ Rpta. 4in|x|3in|x-1|— “с 
x-1 X х] 
ILS Rpta. + +In|x+1|+c 
x?! +5х° +8x+4 x+2 
dx 1.4 х-1 
Крѓа. — + — Іп |—— | +с 
[у= жы ү. y 
| Rpta. ea E ARPA, 
(x +2)” (x+4)" x-2 x^-6x«8 
c -6x +9x+7 3 
f Эн, - ах Rpta. el] 15146 
(х-2) (x—5) 2(x-2) 
ДӨГЭРТҮ”Э „к —1)(х—2) 
(x—-l x^ —Ax^ 43x) xl 14 
557 6x49 9 kon 
(x-3) (x 4^ 2 x-3 2 хы! 
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С) [Eha mu S 2 йй зр 
(x^ —3х—10)^ 49(x—5) 49(х+2) 343 x42 
Там» КРУМ 2 
¡== Rpta. X dui E (“с 
x!-x? 2 4 x-1 
[ e Rpta. ES EN. 2 
(х41) (х-2) Y x-2 3Mx-1) 
C." Rpta. 1,12 ? 5 рм 
(х + 2)(х —1)° 0 х+2 3(x-1) 
% L 
[2 dre "S 
(x+D(x-D? 
Rpta. A ALTA — 
4 4 2(x+1) 2(х41) 
b. au! мі 
A a Rpta. "C TENES эг т *Inx-2)«c 
(х—2) 2х-2) 3(x-2) 
Jr Rpta. T m 
3 2 
x tX. Ж x+1 
ЭР” 
¡La Rpta. Нар. Ея . )- +C 
x (x-2)* 4 x-2 x 2x 2(х-2) 
" ® _ " 
| ES dx Rpta. In|x| 1п|х PC EN ыт. ЛЭЭ. 
x! -2x^43x 3 6 3 2 


e 


[ dx 
(x! —Ax+3 Mx? + Ax +5) 


1 
Rpta. Сах 31- 5 |х + сш? +4х+5у+-теагдщх 2) ec 


- 
Ф 
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Жы 1 51 Е 
| - ах Rpta. —in| a | -arctgx + arcig +c 
x^ +51 +4 5 ¿30 2 


(2x^ —3x – 3)dx 
(x рх? —2x +5) 


Rpta. 5 Inte? —2x +5) 


І x^ dx х? 2 
тоқ жарың Rpta. um —4in|x +4ļ +c 
(x^ +4) 2 x^«4 
2 

ГЕ +5 Крга. In(x? (x? 43) «c 

X^ +3х 

) 2(x +1 3(x +1 

[—— ы : Rpa ————— м. : "ER. a Е Ps e 

(x7 +2x +5) (x7 +2x+5) 4(х7 +2х+5) 8 2 


| ах 
a +” xn 


543 43 m. 


1 
Rpta. in|x|—— In|x^ ха += ЭРЧЭЭ Pu dg c uae 
4 18 6(x^ + x? +1) 


3 2 
[E Ера. 310]x? «1|- ЭХ +c 
(x *1 x^ +1 
2x? 5x4 х” 
[ol Em 11-2 1 ams E 
х(х +4)” 4. x'44 16 2 8(х? 
| ы кі а] Mad Rn 
EN "S ! Mr. E. n 
x(x? +1)” 3 3(х? +1) 
іх 2 25141 


Il Rpta. ——arctg(——7—)-*c 
z^ da PI x 4/3 NE 
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3x* - Ax? «7x? -3x 41 
Y AAA 
(x -x-4l(x —x —x-2) 
Rpta. l| s- 2| dM a" pal e — RP AAA 
3(x^ +x+1) 3 43 
1 7 
X tX +x+2 1 2 
dx Ера. arctgx+— ln(x" + 2)+c 
| x^ +307 +2 9 2 
? 3 
x dx 1 x - 
————— Rpta. --іп| | +c 
licae +9 ЗА. шу = 
4 "m ч i 
a 4 +8 5 E Rpta. ші - i -— "sd e 
(+ +1) (x+)? хі 43 43 
(х' +х?)ах 
315—237 +1 
4 
—45 
Rpta. іше AT gr x^ pc qt с 
2 4 2/5 2x*+1+4/5 
x^ dx 1 
[= Крга. 1 у 01048 
х? —1 3 
[ "A wo 12 
(x^ +5)(х” +2х+3) 
3 5 х +1 X 
Rpta. In Nx^ 2x43 *—— Clg —)-45 агсір(—=) + с 
42 42 45 
ЇЕ o dx Rpta E a Ме 5 уға 
ТЫ” ім “Ара “| ant 
2-8 зон - 
[PI еш Rpta. A 2m 9 эзшщ хъс 
{х—1) {х7 +1)” (x-DGc +1) хт +] 
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| ах Rpta. luft ls. I 2x -1 2x -1 p 
X 


0 
: = — p arctg( хл O 
о + 1 33 е “4 3(х7-х-41) 


? 
y 1 | 5 
¡A Rpta. —In|x +1]+-—1п|х? +1]+>arctgx + с 


— RENE 7-4 x 
(x *-D(x^ +1) 4 


j£ +31 —2x+1 dx 


: » 
x^ +57 +4 


11 DANG 2 
Rpta. In|x? +4| * — arag% ——In|x? 41|-—arcigx tc 
6 2 9 3 


| e 2x43 
(x-1 G^ 44) 
Rpta. AE 2 «127 end 
25 5(x-1) 25 50 
d — 
E 23 x 
x —27 


14 13 ә 7 2x 43 
Rpta. —1n[x—-3|* —In|x^ * 3x +9] + —— arcte( e 
л. 54 Mx р 


2x -1 


43 


)+с 


dx 1. denm 1 
Rpta. —1n(—————) + — arctg( 
FF 6 x —xy4IL «4 


Jo? -2x43) | 


AA Ай ӨНӨР A 


(x-D(x? -2x +5) | |х-1| 2 
4 үтү " 
¡2 a Rpta. MED «In Га! -arctg x ^ c 
x -х“-х-1 2 dx” +1 
х? 1 bx. 1 
dx Rpta. —1n| ——|-—arctgx +c 
n ы айтын X іі 
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4 
[ а га Rpta. lg A +C 
(x^ +1)(х^ +x) 4 (хн) (хы) 2 
2х2-х-2 Z A! 
————— dv Rpta. in( ——arctg x +c 
РСТ" 4 ST 2 4 
жен osse 
[a Rpta. Ind x? mA arctgx ————— +e 
(x^ +1)? 2 2(x^ +1) 
f dx 
x(4* x! y0 x?) 
1 1 › 1 2 I 
Rpta. —Inx-—In(x^ +1) 4 ——ln(x^ + 4) - ——,—— + € 
16 18 288 24(x^ +4) 
5? — - х- 
¡HH RÍA 7 dx Rpta. e - x) n m "түр 
(x^ —6x +13)” 8&(x'—6x413) 16 2 
4 3 э 
al $ - 
E a Rpta. e TH HR, 
(x^ 42x +2) 8 Sa? 42x42) 
NP aan 
[ E Rpta. р 2 12 ау ху, 
zr AP ПЕЧІ 4 1+х5 
x 1 
—— dx Rpta. —[8In|x? *8|-1n|x? а ес 
Їе DG +8) 21 
3 2 
ed m 5 - 
ph 2” Rpta. ads, AE 
} (3.4 4 2 2(х7-4) 
4 
Ё ал x З. dx Rpta. 2 ets an, ме E +С 
(x° +4) 256 2 128(x^44) 160 +2)" 
3 2 
x` +x] 2—х In(x^ +2) 1 х 
— ~; dx Rpta. ————— + —— — - —— arctg(——) 4 c 
fo +2)? "T 4817 2 b. ЧЕ 
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| 2x dx 


(14 x) x2)? 


je +2х+3 dx 


х! E. 


| 1+2х-х” 


(02x)! (+x?) 


[ dx 
x? +x? 
3 
|= 25 ах 
x (x +8) 


Rpta. 


(2х° -4)4х 


(x? :DG +1)? 


[ 4x?! 2x48 
х? +4х? +4x 


[ dx 
x(x? sir 4 T^ 
Rpta TELS Жр 
m E ie 
| 3 dx 
x(x* 4 2x^ +2)” 


Rpta. im] zz in| ХХ" +21-гагшщх“ 41)- 


i 


dx 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. In| 


Rpta. 


Rpta. В 
£l 


Rpta. 1n(—5 
ғ, 


2(x? 41) 2 
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=. 3 | 
p 5 m|x+1]+ in] ex? [c 


1 
(x =. (541) -с 


l+x 


1 
|+—— +arctgx+e 
play? lex 


ха! 


ши 1. 
X Xx 


> 


3 
*in|[x «*1|-arctgx +c 


xà J „Рх 
2 + Z (аав 7. а 
4 022 


] + 


Lex 


él - xin? e1] ашары: мин. 


8(х «DG? +1) 


16(х +2x* +2) 
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EA Бра. 2 1n|x*-1]-In[x|+c 
2-4 4 


ах 
ж, —1)(х° +4) 


I 6 l 3 ] 3 
Rpta. —1n|x +1|-Inlx]+—In|x" —1|-—arcta(x ) vc 
p 12 | |-1n|x| 6 | | 6 g(x )+с 


e? dx 
E wer 
nes 419 


Rpta. = ше" = cine? re^ 45 4 —— arcte (27 +) +с 


р a -14Х ix 


ж” 225-18 


1 
Rpta. но кке аха - in| 2140 


100 1-25-д 


2x-1 
arctg ——— +c 


B 


Rpta. mp agg? 


2x 
+ 18.7 Эр Б 
ху +4х+1 
@ pet. 
x +~ +1 


2 
Rpta. ЫРҸ v? ++ 11h arctg ans] 
2 43 


[ dx | 1 | 
E O94 Rpta. + OA E 
Ie І- аг т 


25-1 
+—=агс{р(—-———)+с 
М3 
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| ах 
(х? -xyx? ЯЛЛ” 


x 443 367 -х+1) 
| нх. Rpta. In|sen x | In |sen" ха + 
(sen x+!) 7 7(sen x+!) 
1-2 4 Rpta. e EL аа 
х(х +1) 9 Ә(х +1) 18(х741)7 
dx 1 T | 
(106) E ча © Rpta. -іп|х -s1|-———-In|x|-c 
(о) БЕТІНІ 9 11 | Lx! | 
(07) [4-—— € dx Rpta. =>... | +c 
X +4х7 +4x X х-2 
ах 1 (x1) 2 24-11 
--ұ- Крга. — ——— 4 —In| ————- | 4 arctg — 4« 
lace 31441) 89 х“-х-1 34 B 
(109) 5x^ +12x+1 ә 3 1 
—————-— dx Rpta. in[(x—-1) (x42) ]- “с 
(о) Lez -4 4 пал 1 х+2 . 
(19) | (x—2)dx 
x(x? - 4x4 5)* 


3 
Rpta. E EN 
I(x" —4x+5) 25 х 50 
3 9 
(11) [S з Rpta. 2In|x? -i|4]n| x? -4]+c 
(х“-ІХх”-4) 


(аз) | e Rpta in E. TR T уау” 
х^ х? Е: КЕНТІ 43 B х 
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- 
x ^x-10 1 x +4 X 
[—— M x Rpta. —1п| | *arctg— + с 
(2x -3)(x^ +4) 2 2x-3 2 

2 — — 
3 RE Hpto, “иж аг. 45 | ёс 
X — | 2 ёч NEL] 


[к= (u9) pe A -9х" E AMET, (ат) weg dx 

x -1 x!-3x 4x45 x (x^ +8) 

qmm x'-2x43 ах (119) ы да +2x+8 dx A 
Ж <A 


(x - 1? (х? 44) х 4x! + 4х 


3 2 
| QU-4 02 © JA EE ас © (549 a 


& © © © 


(е) 


Cálculo de la integral de la forma: 


donde x?+bx+c es una expresión cuadrática irreducible. 


Para el cálculo de estas integrales se debe escribir en la forma: 


donde P(x) es un polinomio de grado < 2(n — 1) = grado de (x? bx c)"! y los 
coeficientes de P(x) así como C y D se hallan derivando ambos miembros y se aplica 
el método de los casos de 2.9. Además la integral del segundo miembro se calcula de 
acuerdo al caso lro. De 2.9. 


P(x) 


Ahora veremos el método de Hermite-Ostrogradski si en la función racional Q0) ,la 
X 


función polinómica Q(x) se descompone en factores de multiplicidad, es decir: 
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P(x) 
Q(x) 


entonces a la integral [ dx se expresa en la forma siguiente: 


ү Р(х) бас ТО , f 09 dx NEC 


00) да) 50,0) 


donde О, (х) es el máximo común divisor de los polinomios Q(x) y de su derivada 
Q(x) 
О, (х) 
indeterminados. cuyos grados son menores en una unidad que los polinomios О (x) y 
O, (x) respectivamente. 


Q'x) y 0х(х)- . además f(x) y g(x) son polinomios con coeficientes 


Los coeficientes indeterminados de los polinomios f(x) y р(х) se calculan derivando la 
ecuación (a). 


Ejemplo. Calcular las integrales siguientes: 
| ах 
(х +1) (х2 +1)” 
Solución 


Como QG)-(x41? (x? +)? > О'(х)=2(х+1)(х* «Dx? «2x 41) 
además: О, (х) = máximo común divisor de Q(x) y Q'(x) es: О (x) = (x4 Do? + 1) 


Оо) (ж (x? +1)? 


; - (x 4D? +1) 
QG) (х-14х7-1) M 


además О-(х)- 


Como [ ddr. et f) + ga) dx 
(x41) x74 Q0) ?QQ) 
dx Ах? + Bx+C рх +Ex+F , 
[AE A Хүү шы. хойч ..(0) 
(x*1) (x^ +1) (х-ІҚх” +1) (х+1)(х +1) 
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derivando y agrupando la ecuación (a) se tiene: 


(+ D(x? +1) 


1 


=[рх? +(-4+ 0+ Ejx* +(2B+D+ E+ F)x) + 


183 


+(4-B-3C+D+E+F)x? +(24-2C+E+ F)x B—C & F][(x 1) (x? +1?] 


por identidad de polinomios se tiene: 


[D-0 
-440-Е-0 
-28-0-Е-4Е-0 


A-B-3C+D+E+F=0 A4=-Ż, B= 


resolviendo el sistema se tiene: 


2A-2C+E+F=0 
B-C«F-1 


ahora reemplazando estos valores en (a): 


| 


dx 
(x4 b? (x? +1)? 


(x4 DG? +1) 


? 
] x —x 


| (x (x? +1) 


1 


х—3 


—(——————) —— | — dx 
4 (x«D(x! +1) 49 (х+1)(х? +1) 


] X" x 


e (—————— 
4 (х+10(х2 +1) 4 


2 
ч = 


С Ax DG +1) 


3 
А” =й 


С Ax DG? +1) 


1 


t—2dx == e dx 


] x+] ҒЕТЕ x51 


234 In| x 41| 4 In(x? 41) -arctgx]4 c 


4 


mm 
2 


1 2 1 
x41[-—ln|x^ 41|4 —arctg x4 c 
| | 4 | | 1 8 
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(2-1 
Solución 


Sea О(х) = (х? -0? > О(5)-6х2(07-1) 
Luego el máximo comün divisor de Q(x) y Q'(x) es Q, (x), es decir: 
O, (x) = med. (Q(x).Q (x) = x? -1 


Оо) Е. cde т Ж 


demás: = 
además: О, (х) = 0. Pi 


| Е) (х) (80) 
(3-1) О, TN О, (х) 
LE dx e 


dx ... (а) 
(x? -1)? 8-1 x!-1 


derivando la ecuación se tiene: 
| — (x° -DQAx*B)-(4x* + Bx С)Зх? Рх? +Ex+F 
(x? —1)* (х? 1)? x!-1 
eliminando denominadores se tiene: 
12 (x? -1)24x + B) -3x? (Ax? + Bx C) - (Dx? + Ех+ F)y(x? —1) 
L2 рх? +(-A+ Еух + (3284 F)) +(3C-D)x? «(2A- Ex - B-F 
por identidad de polinomios se tiene: 


р-0 
-4+ Е = 0 

-2В+ЕЁ = 0 

ЖйыБей ded Bel, быб, Bel Een Feet 
24-Е-0 я ? 
В-Е-1 


resolviendo el sistema se tiene: 
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Ahora reemplazando estos valores en la ecuación (а) 


dx -Х 3 ах 
А m. m ss tl 
Т 3(х7-1) эрээ di 


Ее 1с ах 1 х-2 
x'-1 37х-1 34 y? «x41 


1 1 j 1 2x41 
-—In|x-1|-—in|x^ * x +1] ——— arctg( "M (2 
3 6 К g A? ) 

reemplazando (2) en (1) se tiene: 

f - и Ае arete 

y? 3(х%?-1) 9 (rn? 343 43 


ах 
O [om 


Solución 
Sea Q(x) = (х2 «1^ => О(х)-8х(х241) 
Calculamos Q, (x) que es el máximo común divisor de Q(x) y Q'(x) es decir. 


до Фар, 
Q6) (х? +1)? 


Q (x) = mcd. (О(х),О'(х)) = (x^ 41) además Q; (х) = 


сото 


[ ын - Јо) ,[ 80) y 
(x^«)), Q0) 70:50) 


dx Ax! + Вх“ & CÓ + Dx! +Ех+Е ( Hx4E 
Je "pes 01249 14 
x 


ahora derivamos la ecuación (a) y luego agrupamos término a término para poder 
aplicar la identidad de polinofnios. 
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12 Hx! +(—А+С)х° + (-2B 4 3H)? 4 (54 3C 43G)x" +(4B-4D+3H )x* + 


+(3C-SE+3G)x? +(2D-6F + Hjx+ Е+ С 


Н-0 

-А+С=0 

—2B43H = 0 resolviendo el sistema se tiene: 
54-3С+3С = 0 PEA B=0, с-3, D=0 
4B-4D+3H =0 16 6 
хийнээ Е= 1, F=0, G=2, H=0 
2D-6F+H =0 

E+G=0 


Ahora reemplazamos estos valores en (a). 


dx 16 6 16 5 ах 15x? «40x? «33x 5 
| каш 9 [3 
(x^ +1) (x? +1)? 16 


ч” a "4.28 0d 
х? +1 48(x? +1)? 16 


Calcular las siguientes integrales indefinidas: 


O (x? + 2)dx 
2 


(х? + x +1) 
1 4 I 3 
Rpta. E a РРР. pa ED Ae 
ЕРТЕ 43 T IA: 
K^ E q 
Q -ERa Rpta. ПЕЕ АА. A ёс 2 +arctgx +c 
(х—1) (x^ +1) (x-D(x^ +1) хо 
dx 15x? 4 40x? +33х 5 
Q [2 Rpta. ES aer mS эээ 
(x^ +1) 48(1+x*) 16 
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(4) [2:2 Rpta. rt Ui. aude ығыр, 
(x^ —1) 8 4x*-) 16 х41 
4 2 
(5) 15 2x ға & 
(x^ -2x42) 
х-3 2 
Rpta. заг. AR —2x +2) +arctg(x-D)+c 
х“ –2х+2 
dx 1 a^ 41: P] 1 
> Rpta. —(QIn] І--------) +c 
© 355 +1)? 3 х? хэ +] 
(7) [ x? +x+l ё Rpta 61 2 xx 
au a i x 208 ыж) 
ГЭЭР”: 2 
[Ea Rpta. A нэ +1+с 


e +1)? x^ (x? +1) 


(х2-1) dx I х-1 Ix-2 1 
(9) EE Rpta. + tr SEIgx tc 
(x *D(o x^) 2 (14x^) ТЕКЕ 
ах О.а" 41 1 1 
z— к Rpta. —| ---------- 
Ix +1)* 3 x! Зх) З(х? +1) 


Ө 


| ах 
(x? 42x +10)? 


1 1 
Rpta. NN e, ) "UE арР з Жо) рі? 
648 3 х +2x+10 (x^ +2х+10) 


© 


f (x * 2)dx 
(x? 4 2x 42) 
3 х-1 x 


Rpta 3 нетер tee = — ой 
"8 8 x!42x 42 х? + 2x + 2y 


%; 


or c 3. 
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(3) ГЕ ax’ -26x? -24x -25 
E". Күт nx A 
(х” +4х+5) (х +4)” 
Rpta. -LGIEOXG Lj. arcel 2)- 4 
B(x? +4) Хх? +4х+5) 16 2 
(2) 3х“ +4 57x* «103x^ +32 57 
(14) [ са 229 Rpta. —————— —. — — —-arcig 14 c 
x (x^ +1) 8x(x? +1)? 8 
£ 2 8.24 23. 0.2 
(9) f ж. A p Rpta. 3 ын 2х "m |х-1| ЖҮ 
x^-x*-2x! +21? 4x1 2(x —x* —x+1) (х +1)? 
[ 9 dx 
Sx? (3-2x^ y? 
Rpta. 2 ctor TY ¡Br |, 
4 S 3-20) 8/6 -3- кй 
(x? +х—1)ах 2-х Гита 224 x 
A Rpta. —————+1nYx7 +2 – 1—— агсір(—) +с 
© (x? +2)? Р 4(x? +2) 442 - 42 
4 28 3 x 28 Ж 2 
¡E - - 3 Rpta. PR ou 7Ж A + з D [+агсїрх+с 
(x -1) (x^ +1)” (x-D(G^ +1) x +1 
3 2 
x —2x 44 1 х 1 1 1 
EA E ta. —In cis жа” а 
| (55-17 am 4 PI X 2x) 2(х-2) 5 
3х7-1 X 
—— ——- dx Ға. ——— ——— +С 
Га 41r Rp (x? =? 
3 
“d 4 
(1) | A - Rpta. dint ік: HEN 
(x*2) (x +4)” х+2 х? +6х+8 
(22) [oem Rpta. lh ut + arctg x — - 5140 
(1-1) (х7-1) 4 |х-1| (x-1)* 
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G3) 


[ х—2 
x(x? —4х+5)7 


© 


6) fu m 


e zip 


а. —[ 
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x!-4x45 


x? 


х-4 + 1 In 


mi AA 
10(х2 -4x+5) 25 


21 
pta. з2(х* —1)7 128 -—-ürc.ig x *c 


Jx sie 21 = 
+ 1 
х41| 64 


COMUNE LENT 
6°х?—-х+1 3/3 


6 (x? Pauli 


6 4 3 2 
Е +13х ~x +14х х+6 уу 


(1—х)%1+х°”)? 


3 
Rpta 4x, +5х—1 


(5x? -12)dx 
(x? -6x 413)? 


(2x? + 24)dx 
(x? —4х+ 8)” 


@) 


[ x^ dx 
(x° —1)? 


(&) 


Rpta. іг. 


x? 2x42 


` (1-3! x?) 


*In|1-x|42arctgx *c 


Rpta ШЕ” :- Ж t E ta +C 
8(x^-6x413) 16 2 


3x-10 5 х—2 
— ——— — +-— arctg( > 


Rpta. 
5 x'-4x48 2 


)*c 


Rpta. 


| Зх“ «113 +10x? +2x-16 
(x? «6x? +10х+ (x? +2x +2) 


-2295 tales 4) 4x? *2x42]-5arctg(x 41) +с 
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donde R es una función racional. 


Para el calculo de este tipo de integrales, se debe de transformar en integrales de 


funciones racionales de una sola variable z, mediante la sustitución siguiente: 


-- (1) 
ahora mediante un triángulo rectángulo, obtenemos las relaciones. 
Tomando la función seno y coseno. 
= с : cost = l = «» (2) 
1-2” 2 1-2” 
Como: sen x=2senŽ.cosŽ ... (3) 
2 2 
Ahora reemplazando (2) en (3): .. (4) 
. (5) 
... (6) 
.. (7) 


por lo tanto al sustituir (4), (6), (7) en (о) se obtiene una integral de una función 
racional en z. 
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Observación.- En el cálculo de las integrales de las funciones de seno y coseno, que 
4 i Me x 
se realiza mediante la sustitución z = 5) , ёп muchos casos se 


presentan cálculo complicados, por lo tanto en dichos casos se puede hacer otra 
sustitución de manera que se simplifique el desarrollo de la integral 


[ R(sen x, cos x)dx , para esto consideremos los siguientes casos: 


ler. Caso: Sila función R(senx. cosx) es una función impar respecto a senx, es decir: 


si | Rí-senx, cosi) = -Rísenx, cosx) 
en este caso se hace la sustitución t= cosx. 


2do. Caso: Si la función R(senx, cosx) es una función impar respecto a cosx, es decir: 


en este caso se hace la sustitución t= senx. 


Jer. Caso: Si la función R(senx, cosx) es una función par respecto a senx y cosx, es 
decir: 


en este caso se hace la sustitución t= tgx. 


Ejemplos de aplicación de éste criterio. 


Calcular las siguientes integrales. 


O | ах 


5—4senx--3cos x 
Solución 


Del criterio que se ha establecido se tiene: sen x — 


ahora reemplazando en la integral dada se tiene: 
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-2 т 
неше [MEL [I е-е 
5 –45епх +3 008 x E АЈ Е ОНЕ 


1—sen x + соѕ х 
ӨМ 12-22 
1+ ѕеп х – со5Ѕ х 
Solución 


Al integrando expresamos en la forma: 


1-3шадчланы =—] > , ahora reemplazamos en la integral dada 
1 +sen x —Cos x і+ѕеп х — COS x 
GA га раа шит ор eei ... (1) 
1+5еп х – Cos x 1 +ѕеп х –соѕх ]«senx-cosx 
2z 4 24: 
como senx- тэ COSX= 2, Ф- 5 
Lig lax 148” 
24: 
( dx -| 1+2? -| 4- 
) 1 +sen х — cosx 5 1-z? 234: 
1+ үст 
ita” 142 
1 1 Fi 85 
-[e- = -1n|-—— E Inl | ..@) 
z z+l 241 X 
1р —+1 


2 


меро reemplazando (2) en (1) se tiene: 


m. bi YT 


J 14561 Х-С0585Х 


dx 
E uaa 
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Solución 
Sea z= senx, entonces hacemos la descomposición 
1 Е 1 


(2 —sen х)(3 — sen x) Р (2 —sen х)(3 —sen x) 


! 2-4. ,..8 408-5)-80-:) 401) 
(2-:13-:) 2-2 3-z (2-213-2) 


igualando los numeradores se tiene: 1 = (-А — B)z + ЗА + 2B, por identidad se tiene: 


-А-В-0 4-1 
с ss i£] 
ЗА+2В =1 В = —1 


ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 


1 1 1 
(2 - sen х)(3 —sen x) " 2-senx 3-senx 


dx dx dx 
р carr ШІ cm daas 0) 


ahora calculamos cada una de las integrales: 


2dz 
dx 142? dz dz 2 2z-1 
—————Éw—|.———.—I[.————W—————— —-———art 
ж ЕС 25 IM гэв 7 „3 43 е E 
14:27 2 4 
2 21g(x/2) -1 
= arcig(————— ——) ... (4) 
> Y 
2dz 
| а — [ 142 = | E ES ES, 
3-senx 4, 22 32-2243 37: 2 242, 5552 
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3tg(Ž)-1 
=1- аав 1-7) = кр ы —=) -——arcetg(————— ia 8 ) (5) 
5 ашый T шак NE ы 
3 


reemplazando (4) y (5) еп (3) se tiene: 


ғ Ж 
[E - s. ua В ЁС", жи? 
Q-senx)G-senx) 43 В 48 248 


| 
3sen? x 4 5cos? х 
Solución 


Multiplicando numerador y denominador por sec? x 


1 dx E. sec? x dx 
J 3sen? x45cos?x J sec? x(3sen? x4 5cos? x) 


: „(же m Ma Lor ETIAM 
3ig! х+5 434 QBigx)! «(sy 415 45 


| ах 
4—3cos? x+5sen? x 
Solución 


| dx -| ах 
2 B uu р Я 2 2 
4-3с08 x+5sen” x 4(sen” x+c0s” x)-3cos" x 4 5sen" x 


dx sec? хас Рг Звес? хах 1 
“|-----а- — = к= A m = —arctgG tg x) «c 
9Osen"x4cos^x P?9ig^x4«l 37(3ірх) +1 


| dx 
1-- sen? x 
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Solución 


[ dx dx -| dx 
mut wd wr MEN um АЯС mec. беч 0 
l«-sen?x ~ ѕеп2 х+с052 х+ѕеп x * 2sen? x cos? x 


2 sec? x dx = 41 авав 2 ig x)tc 


Bees J2 
O | в dx 


3 
sen” x+3sen xCcOosx—COs” x 


Solución 
Multiplicando numerador y denominador por sec? x 


| sec? x dx M sec? x dx 


2 7 = EE 
sec” x(sen” x + 3sen xcos x — cos? x) tg x+3tgx-1 


Р, sec? x dx ` sec? xdx 
LAB 


ҮЛЕК 


9 13 : 
tg? pde егі (ехе): ES kk 


3 43 


4 a 8 AS 
13 з 43 48 чно СШЩ 
ин. ж 


[ : dx 


sen” x —5sen x. COS X 


Multiplicando numerador y denominador por sec? x 


| dx -| sec? x dx 
sen'x—5senxcosx sec! x(sen? x -5senxcos х) 
-| sec? x dx je sec? x dx 
= Л. ы i ——————————————— 
tg” х-51ЕХ 1 —51 042525 
g Х-21фЁ 474 
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sec? x dx Іі рх-5 


ЕГЕТ TRAN 
EE 
Calcular las integrales indefinidas siguientes: 
х 
dx 1 1g(7)-1 
--- 2--------- ta, ———агс1р(-—— )+ 
@ 2senx-3cosx-5 an = cam el 43 34 
х 
dy 2 31g -9 
m m libe Su ы 
45еп х +3 со х 5 3tgŽ +1 
2 
x 
tg(— + 2 
(3) Iz Rpta. zin A Ie 
+5 с05х te( 5-2 
2 
ғ 
dx po жа 
(p pá вв. Lin 2 — 0 
sen x * COS X 2 BEI 
2—senx 4 1 х 
——— —_ Rpta. 1n|2 + cos х | +—arctg(— 1р(—))+с 
OMNE —(———7 
х жагсір(2) 


(6) ! ж”. ғ Rpta БҰШ цэр Т а E ул?" 
асов х +bsen х Ja? +b? 2 


(7) -— A | Rpta. 11| 


J 1+sen x —cos x 
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© © © 


© 


[ 


| 
| 


odo 
S+4sen x 


sen x dx 
2-senx 


dx 


(2 + cos x)(3 + cos x) 


mum 35 
cosx +2 sen x +3 


LA за 
8-4sen x +7 005 x 


3cos2x +1 


cos x dx 


1+2c0s x 


dx 


2senx *2cosx 43 


Eipta. arcte е +e 


wu)-$ 
Крка. in| | *c 
шбэ-3 


3 —In]1+sen x] ёс 
“әзі 


Rpta. 2arctg(2 * 6) +C 
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© © 


© © © ® ® OO 


© © © 


| dx 
1+ senx *cosx 


| ах 
3cos x + sen x 4] 


a? —2abcos x 


sen? x —5sen x.cosx 


cos x dx 
sen? x -6sen x 4 5 


sen? x+3 sen x cos x —cos? x 


sen2x dx 


еп“ x + cos^ X 


te? x+sen? x 


¡ES 
1—tgx 


[ dx 
sen x sen 2x 


| dx 
(sen x 4 cos x)? 


loco 
[em m emo 
ар чт 
а= 
= 
je а 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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In|1 HG) lee 


ач, x 
arctg[ ——— tg(—)] +c 
= yp eub -, 50) 


zInll-Scigxl c 


1 senx-5 
—]n|— ——— | +c 
4 senx+1 


Rpta. arcig(senx+1)+c 


1 21рх+3— 43 


Rpta. ——1In]-— ————— [4€ 
418 2igx 434413 
arctg(2 sen? x -1) «c 
TU TT arcig( ^)]+ 
423 22 Lone 
2 42 42 


-In|cosx —sen x | +с 


1 1 
шш APEC 


- +e 
l+tgx 
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— Rpta. in|i+ctgx|-cigx+c 


(tg x+1)sen” x 


dx tex 1 
(31) ---- Rpta. —— + —— arct (-/2 1 х)+с 
pem pt 2 2/2 9 gx) 


dx 
A 


Rpta. AE Be B" 0р6 3 ult 
25 25 5((рх+2) 25 


Rpta. In| = +0 
ір х.сов ын 4 cos 2x 


(&) 


sen x dx Rpta. НИСЭН 


cos x(1-- cos? x) 


Rpta. —— — — — — 4 ———- arcsen(— ———— 
m m 15(4 4 sen 2x) 15415 4-4 sen2x 


© © © 


Rpta. һа arctg S +C 
ab 


a? sen? x +b? cos? х 


las 
ld RE 
--4--у сов2х-15 4 4 4sen2x 
ls 
lcm 


© 4 z 5 Ері. —— — +e 
senx+3cosx+ кл 
2 
х 
18) 
ILU Rpta. Zm —À— 0 
ig x +sec x- tg «2 
2 
dx 1 х 
———————— Rpta. —in|5tg(—)-3l4c 
| РЭН ээтэн хийг зы н 
| | dx Rpta. lin asenx—bcosx л 
a sen x—b^ cos” x ab аѕепх *bcosx 
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Ө, 


© © © © 


© 


© 


| ах 
cos x(cos? x +4sen x — 5) 


Rpta. In|(1—sen x)?(1+sen х) "*(2-senx) 


[ ctgx.cosx+ctgx+1l+c08 х 
Clg X +C tg x. COS x + c0Secx +0 18 х 


5 
sen x.cos” x dx COS X 
AAA Крга, -— 

1+a7 cos x a 


(1— a cos x)dx 


? 
1-2acosx-*a^ 


(2 + 3 cos x)dx 


419 | 


Rpta. 2In|secx+tgx]- 
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TC 


dx Бра, In| tg C» | + с 
1 
— — arctg(a cos x) c 
a 


1 
Rpta. Es arctg(- 4 ір ы” +С 
2 1-4 


2 


шү 2583 16/2) | 


cos x(1+4c0s х) ү? 415- A8 1g(x/2) 
2senx —cosx 2 COS X 2 + ѕеп х 
dx Rpta. ----агсір( ) in n|———— |*c 
RC 43 45 2-вепх 
[ (sen x + cos x)dx 
2sen? x – Asen x cos x - 5cos? x 
] nj 6 х 25en x +созх 


Rpta. i arctg(senx — 2 cos х) + 


105/6 


[= X — 4ѕеп х cos x + 3 cos? X х 


Sen x + COS X 


Rpta. —senx+3 совх «242 шин 7) 1c 


f Sen x *2cos x 3 
J senx—2c0s х +3 


Rpta. + An [senx—2 cos x * 3| рак 


A6 — 2sen x - cos x 


Sig( ) 41 
2 )*c 
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(5) (2sen x 4 cos x)dx 
Зѕепх+4с05 x- 2 
2 | NON 842 17)-D 
Rpta. la 
Ж. 47-44(2162-1) 
sen? x dx 3sen x + 2cosx senSx sen x , 
rae O [za (S) DETTA 
l-tgx 2sen x + 3cosx 1+ 2 сов 2x 


а [secx -igx 1 
еы © hac 59 Машан 4 


dx (58) [imma .Cosx +senx , (59) MI 


3 
sen? 2x. cos^ 2x соѕ 2л —sen 2х 


3sen” x + 5cos? x 


13 — с 


© © 


cos2x dx SS cosecxdx 
"EE Nc 7 | чинийх 
Ч y @) J S+2senx @ 3+ 41рх 


Sen х + сов X 


Las integrales de las funciones elementales que no son racionales, representa gran 
dificultad en calcularlas, incluso cuando una función elemental que es la integral de 
una función dada, realmente existe. En esta sección trataremos de ver criterios para 
algunas integrales Irracionales. 


ler. Integrales de la forma. 


El calculo de estas integrales se realiza completando cuadrados en el trinomio 
ax? bx c , es decir: 


2 2 b с 2 b b? p? b 2 4ac — b? 
ap += +35 di” 424 HAEDO ^ —— 
a a a За 4а 


2а За 


f (Ax+Bldx — (Ах + B)dx 


! dox? c b, 4ac-b? 


а(х ы, + Хи 
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— b j P 
Luego se hace la sustitución sp E aplica las formulas básicas de 
2a 
integración. 


2 
Ejemplo. Calcular la integral na. — 

J4-2x -x? 

Solución 
Completando cuadrados se tiene: 4-2x-x? -5- (x? 42x 41) 2 5- (x 1)? 


| (x 2)dx 20) 


4-2х-х "LY (х +1)? 


sea z=x+1 => x=z-1 => dx-d 


ahora sustituyendo en la ecuación (1) 


y (x+2)dx - Ее. a | 24 af dz 
TELE MO Elo EA „гаад ҰСЫНДЫ. Др. 


e 22 +агсвеп(——— —=)+є — T 2x -x? +aresen(—=)+c 
5 NI 


2do. Integrales de la forma. 


donde a.b.c.d son constantes y n es un número natural y además ad — bc = 0. 


Para calcular estas integrales se debe transformar en integrales de funciones racionales 
en 7, mediante la sustitución. 


n n-l 
-d: ^ . а-ь 
, Eno ; despejando х se tiene x = — de donde dx= a de gl 
схза e” -а (с:7-а)” 


1-5 х dx 
Ejemplo. Calcular la siguiente integral. Lime d 
l+x x 
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Solución 


ай а 1-2 . , 
De acuerdo al criterio establecido: =° = m. de donde al despejar x se tiene: 
+x 


1-4 és de 
> dx=-——— > . Ahora reemplazando en la integral dada: 


ЕТ (14 z2y? 


[us dx [abes —6z!d: 


А1. 


“алж е Р Ma 517 CNN. AES 
TH х -2 (1623) [2 3042) 5(23-1Қ-7 +1) 
A B Cz4D Ez+F 
=6 — + —— + m dz 
ft +1 214241 zu 
6 l l 242 т-2 
=— - = dz 
d 241 224741 Зэ? 


[Ini z-1| en] 21-7 n]z? +2+11-31m/2? -241|- 


M m FET 


1 2z 
) + 43 arcte( 
» dela” 7 


++ 


In] а? +007 on) I аташ У 43 


3ro. Integrales de la forma: 


donde а, b, c, d son constantes y además ad – bc = 0; p,.ps... pa. dida s di 


son nümeros enteros, siendo R una función racional. 


Para calcular estas integrales, se debe de transformar en una integral de una función 


5 ax+b 


racional en z, mediante la sustitución 2 = . donde n es el mínimo común 


múltiplo de los números  41.45....,d, . 
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l+x 
Ejemplo. Calcular la integral indefinida. јаза ах 
АЛ ex 


Solución 
2? =4]1 
Sea zf =1+х > | NES entonces х-27-1 > dx-6zd: 
E =4l+x 
жы А, - СЭ, Sur 2алл =6[ 29029 -2:5 12^) 
MI ex 


.10 7 4 


-16 т 
-e[c^ -22° +26 + 2° )dz тега 5479 


5 7 
£T тім 1 (x*)? 19x Hex 1 
ш6:0----6--6-166 = 3 (x +1)” ( Э = 4.2 оаа 
П 9 7% 16 5 4 


4. Integrales de la forma: 


donde Р,(х) es un polinomio de grado n. Para calcular estas integrales, a la integral 
expresaremos en la forma: 


[ШЕ р, уйл sinc зл] 


“ах: +bx+c 


.. (1) 


dx 
Мах? bxc 


donde 0, ,(x) es un polinomio de grado n — 1, con coeficientes indeterminados y A 
es un nümero real. 


Los coeficientes de Q, ((х) y el número A se encuentran derivando la ecuación (1). 


ә 
Ejemplo. Calcular la integral indefinida ¡A T 
—x+1 


Solución 


A la integral dada expresaremos en la forma: 
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| E ={Ах+Ву{х? -х+1+А{ 2 .-. (1) 
ух? -x 1 uy ` 


ahora derivando la ecuación (1) se tiene: 


(Ax*BQQx-), A 
— le A — 
ER —x+1 24x? -х-і py —x+1 


multiplicando a esta ecuación por 4x? -x-4l 
2x? =24(x? -x +1) «(Ax B(2x —1) 424 , agrupando 
2x! - AAx* « (2B-34) 424 42A - В 


luego por identidad de polinomios se tiene: 


4A-2 
сээр resolviendo el sistema se tiene; А-5. Baz, A 
24-25-8-0 


reemplazando estos valores en (1) se tiene: 


E Эй 1-1 -28-- 


_2x+3 Р -— 1 


ES y IU. P 
Te 


"EP DE -142J4x! -x 41 | +с 


4 


Sto. Integrales de la forma: 


Para calcular estas integrales se debe de transformar en integrales de la forma del 4to. 


- е 1 
Caso valiéndose de la sustitución /---- > х-а-- 
х-а t 
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Ejemplo.- Calcular la integral indefinida: Ic ME S. 
(x? +3х? 3x4 туух? *2x-3 
Solución 


A la integral dada expresaremos así: 


dx 


dx 
[х= 4387 -3х-1уүх? +2x-3 = (х +1)” —4 


... (1) 


] 1 dt b. ! 
sea f= YR > x+l=- > (к E reemplazando en la ecuación (1) se tiene: 
! t 


x4 
_4 
[ dx -[ Él | га 0) 
— a --- O === ... 
(x? -3х7 +3x+ Dx? 42x-3. 11 Ve 54-47 
3 1,2 
t і 


" 
calculamos la integral == + aplicando el caso anterior 
ap? 


2 
| = A NETTE .. (3) 
41-42 Ма 
2 
Ў 4t( At - B A 
derivando la ecuación (3) se tiene: Ln 1-44: чда. cu ML 
1-47 11-4: М1-447 


multiplicando a esta ecuación por 41—41° 
1? = A(0- (0) - A Ar B) А. ‚ agrupando 1? =-84t? -4Bt + А+ AÀ, por identidad 
| -84-1 


1 
-4В-0 resolviendo el sistema se tiene: A= 7g . В=0, 2 = 8 
la +А = 0 
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reemplazando estos valores en (3) se tiene: 


t? di Y u*u аг E 
ІҢ-- = 2 1-41? += meam —— "— Á 
1-4r? В 871-4208 x 


ahora reemplazando (4) en (2) se tiene: 


[= ы akemidnys-e 
G «3x? 43x 41x? 425-3 ? l6 


Ух? +2x-3 1 2 
-------------агсвеп(-)“с 
х+1 


Sa + 1)? 16 


6to. Integrales de la forma. 


donde m, n y p son números racionales. 
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... (4) 


.. (а) 


Para calcular estas integrales se aplica las condiciones de “CHEBICHEV” y mediante 


este criterio а la integral de la ecuación (a) se puede expresar como una combinación 


finita de funciones elementales solamente en los tres casos siguientes: 


i) X Cuando P es un número entero. 


ii) Cuando 


=* =а+ бх", donde s es el divisor de la fracción P. 


m] 


iij) Cuando 


2 «ax "b, donde s es el divisor de la fracción P. 
Ejemplo: Calcular la integral indefinida: ES (1+2х2) 972 dx 


Solución 


Aplicando el criterio de CHEBICHEV. 


+1 a бый: 
, es un nümero entero, en este caso se hace la sustitución 


+P, es un número entero, en este caso se hace la sustitución 
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тж! 3-1 
- "ur =2 es ші número entero, entonces 
n 
2°—1 202 
Sea z? =1+2x? => x? sii. 2. MD 


Б (1+2x* 29-372 дү - Б (1+2х” 232 x dy = “He psi 


m асықса 2 1 йы Ra Nor. 
= “Те? ):^?zd:- 210 %у&=-(:+—)+‹ 


2° +1 1. 1427 


Je 
2 41 -2х2 


= E 


: ах 
Ejemplo. Calcular la integral indefinida: | ———7———— 
| Е ih RENE 
Solución 


A la integral dada escribiremos así: 


Р ES -13 dx Р” (1) 


ahora aplicando el criterio de CHEBICHEV 


3 
=] 
т+1 2 : 
ш-5--25-- no es número entero 
п » 3 
4 
m1 2 4 : 
+Р= EE =-—1 es un número entero 
n 
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1 


- 2,.3 7/3 |, 
Gays => dx=-AÁx (z -1) dz ss (2) 


х= 


reemplazando (2) en (1) se tiene: 


y "neas 3 


E 
АВ ТЕРІ 2-1 
--4| zdz =-22 +C = la DA с 


) !? (42? yz? -1) "3а- 


7mo. Integrales de la forma. 


donde a, b, c son nümeros reales 
La función R(x.Nax? + bx+c) se denomina irracionalidad cuadrática. 


. . 2 . г 
Cuando el trinomio | ax -фхФс tiene raices — x,,x, entonces 


ax? & bx «c - a(x— x, (x —x,) en este caso se hace la sustitución. 


Мах? bxc =(х—х) 
AJa(x — ху )(х—х»›) =1(x—x,) 


ahora elevando al cuadrado se tiene: 


a(x—x,) =p? (x—x,) de donde | 


Al momento de hacer las sustituciones se tiene la integral de una función racional. 


Cuando el trinomio ах? +bx+c no tiene raices reales y a > 0 la integral se 


transforma de una función racional haciendo la sustitución de Euler. 


2 


Jae donde: ax? +bx+c=1* —2t4ax +ах 
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” 
: ЇГ си 
Luego se tiene: yax? +bx+c =1=xxfa -і- Ja 


2a +b 


por lo tanto se tiene una función racional de t 


[A6 ax? +bx+c)dx= [^ (уй! 


Observación. Sia<0yc>0 (ax? * bx «c 2 0) se puede hacer la sustitución. 


dx 


TEN TP 


Ejemplo. Calcular la integral indefinida: [ 


Solución 
Sea lex? —tx. dedonde al elevar al cuadrado se tiene 


2 


l+x? =1? +2mx+x? > qe! 
21 
2 A 
Luego (1-2 — И ола 
2t 2t 
1-2 12 +] | 
Сото х= = dx=-———dt, Ahora reemplazando en la integral dada: 
f d г Т Тт „йыш Pp (^ Dat 
(201137 мелер P. АБЫ AP 7А м ен 
n 27 


Factorizando el denominador se tiene: 


C MUTA а. =. 
14-41 ex? 442-1 3 (02-51? -2445) 
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41+ B Ct+ D 
E Ь2255-ы- 2315 ай E 
[ E 4/5 Faa 


Ahora calculamos los valores de A,B,C y D. 


2 


Sabe s жән Сар (41+ Bt? -2e45) +(Cr+ Dy -2-45) 


“ato 9-2 Pod FTU Шш (02 -2—45yt? -2 45) 
t? +1= Ad -21+ 5t) + B? —2 +-/5)+ C -2t- 5r) + D? -2—45) 


t? «1-2 (AC)? + DI? + ((—2 +-/5)4—(2 +-/5)С)г + (45 -2)8 - (24 5)D 


A=0 
А%С-0 3445 
B+D=1 T 2Js 
(-2%-/5)А-(2--/5)С «0 C=0 -1 
(/5-2)5-(24-/5)0-1 "ML x 
245 


тт үн. lx? АБ 


т 3+ cM аг 
| LA m ав лсын 
-gts 1 ¡E 2— Уз |, 
А5 +45 RIT та A e 


003845 — MUI ex эла 1, 45-3 лэн mi 25 ig 
gie ios? E NN 4-5 5-2 


9755-2142 


Р : А : Х- lx 2 -3х 2 
Ejemplo: Calcular la integral indefinida: | ——=====—— dx 
xtNx? 43x42 
Solución 


Como el trinomio х? 43x42 =(х+1)(х+2) entonces se hace la sustitución: 
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dx? 3x42 2x Dx 42) =1(x+1) 


lx +1)(х + 2) =(х+1) => x+2=1* (x +1) de donde 


— 2 == 
T : 3 арра, ahora reemplazando еп іа integral dada. 
4-1 41-1)” 
m 
¡ea X Jx? +3х+2 4 fa 1, —21 jdi 
xx? 43x42 2— 2-0 (07-17 
2-1 4-1 


donde Vx? «3x42 m ый 
{С — 


2-rep tdt 247—2 t 

xS ar = 4-3 ша 
t(t + 2)dt (1? + 21 dt 

Ч RT е, (t -2)t—Yt +1? ғ--2| (t -2)(t -1)(t +1)? 


dt 
1-2 1-1 1-1 (г+1)” "NL 


4-8 р E 
-2|( € .. (1) 


ahora calculamos las constantes A, B, C, D y E. 


Ü 2t A B C D E 


EUA 1—2 1-1 131 (uy e 
t? «2t = A(t -I(t +1)? + B(t-2)0 1? + C(r- 2) -D( +1)? + 

+D(t- 2)(t -1)(t +1) + E(t - 2)(t —1) 
t! 420— A( а-а-а” -YACU E —30* +14 2) + 


+D( —20* руч? -3142) 
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(221 =(A+B+CN* +(2А+В—С+ Dy +(-3B-3C-3D+ Еу? + 


HA-5B+C-D-3EN -A-2B+2C+2D+2E 


del. 
27 
A+B+C=0 CENE 
24+B-C+D=0 б 
-24-38-3С-20-Е-1 > “216 ... (2) 
А-58-С-0-3Е-2 5 
-4-2842С-20-2Е-1 m X 
Ка 
6 
reemplazando (2) en (1) se tiene: 
х-ух” {х1 а-а 2 16 6 34 10 2 
pa #- БЕ. ror ШІЛЕР jp РРР 
КР А. тта и 274-2) 8@—1) 46(1+1) 360+)? 6+1) 


== ir- 21-іші- TE 2 + : ы 
18(1+1) 6041) 


Vx? +3x+2 


x4l 


donde ғ = 


8vo. Integrales de la forma: 


Para calcular estas integrales se debe de transformar en integrales de la forma del 


7mo. Caso, mediante la sustitución 1? = ax4 b. 


dx 


Ejemplo.- Calcular la integral indefinida: hz 
+ух +Y41+x 


Solución 
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Sea :2=x > dx=2zdz 


dx zdz 
u-— ж ADA этэн -- а) 
zz 1+х [sans 


aplicando el criterio del 7mo. caso se tiene: J14z? 2241 > 14:2-2242:417 


2 2 


1-4 


de donde == 


ahora reemplazando en (1) se tiene: 


Ши 1-4” 1-4 


2t ar 1-4 
т ++ х Ја Жж. тес +? +1 |е 


2t 2t 2t 
4 _ 2 8.29 ас... 
=$ 1 i i [men HN D | E ES a 
Sant 2 I" 
== [e-isi- a EU „жы NE Q) 
3 Ж, 23 l ны 
Сото 22 =х => 2541 
Аї-22-1:41 > taller? = х -4x 
que al reemplazar en (2) se tiene: 
dx 1 1+2х— — 1 
pcm A cr RE 
ea cum 2 СЕ. 


I ABB Porto einen ol 


х)+с 
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1617 FORMULAS DE REDUX 


Cuando en una integral 1, que depende de un número entero n, es posible hallar una 
fórmula en términos de otra integral de la misma forma en donde el nümero entero 
aparece aumentado o disminuido, a dichas expresiones se denominan formulas de 
reducción o de recurrencia o recursivas. 


Ejemplo.- Deducir las formulas de reducción de las siguientes integrales. 
In— 
(1) 1, JN nzl 
(x^*a^) а (2n-2)x^*a ^) (2n —-2)a* 
Solución 
КЕ — d EY. +а -x | х? +a f x dx 
ý P ағ y 21 (x? азу! а? 9 (x^ +а?у" (х2 +а?)" 
хол g t, Ғе. (1) 
: f х ах 
calculando la integral j  ;., Por partes 
d (x^ аа”) 
u-x du = dx 
haciendo x dx => -1 
ts qe 2 2. n-1 
(x^ *a^)* 2(п-ІХх” +a*) 
[raa tea koji Mal Q 
(х2 +a)" | Qn-2)0 жау"! 20-2) (x? 4 қағуы! 


reemplazando (2) en (1) se tiene: 
dx 1 ах х 
1, Jue em: эл wb oc 
(x^ *a^)" (х? ға 7" a“(2n-2XMx* ға”) 


I dx 
gE [ 2 2,n 1 
a (2n-2)7 (x ға”) 
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x 1 1 dx 


zT 
m——————————— *ií———————i а YT X 
(2n -2Yx? +а? p! a? 22032) x? +а?у"! 


x 2n-3 


B a!(2n-2)x! жазу"! а(2п-2) 


п-1 


n-i 
sen ` xcosx n-lr -2 
(2) (8 = [sen хах= 00 0mm Л| sen" © x dx 
J n n 
Solución 


I, = еп" x dx - |sen"? xsen x dx 


ps A roca асан 


dv = еп x dx v—-—COSX 


LA = | sen” x dx =-sen”? x cos x « (n) sen” ? x cos? x dx 
= —sen"! x cos x & (n -If sen"? x(1 — sen? x)dx 
--веп”! x cosx + (п D) |зеп"?2 x dx- (n1) зеп” x dx 


-(1- (n) sen” x dx ——sen" ! xcosx *in-D [sen*? x dx 


n-i 
sen" xcosx n-l RA 
кылыны [sen 7“ хак 
n 


1, = |sen” xdx=- E 


= L 2 ч "n, е 
(3) Т, = [х e 4х--хїе +п1„\ 


Solución 
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/, = Pre "dx integrando por partes haciendo: 


| и=х" fdu =nx" dx 


[ЖЕЕ 


ly = [х"е "dx 2—x"e ЛЕ le^'dy -—x"e^" nl, 4 


1 


! xcosx" іх 
4 


ін, 
sen 
| sen” xcos" хах = 
m+n 


н-1 ? 
— | sen” Y cos” ^ x dx 
тн 


donde m y n son números enteros tales que m+nx0 


Solución 


fu -со8" х 


sen х 
| ду = sen" x cos x dx y= 
m+1 
т+1 "-1 
т n sen xcos x n-1 
sen xcos xdi = — + 
ml m>+l 


+ 


ml 


т-1 "1 
sen X COS X п- 
m+ 


ја = —(n —1) cos" ? xsen x dx 


ж? ч 
| sen” 2 xcos" ? x dx 


| sen” x(1—cos? x)cos” ? x dx 


1 к-} 
set" хсо x n-i d ”-1 
| sen” xcos" хақ 2—0 a [ser xcos”? хах [ser xcos' xdx 
т+1 т+1 т+1 
+1 ” 1 
п-1 sen" xcos x п—1 › 
(1+ )| sen” xcos" xdx  —————————4 | кл” xcos" хах 
т+1 т+1 m+ 


^ [sen" xcos" хах = 
mtn 


sen"! x cos"! x А 


"—1 
mH 


-2 
| хєл" xcos" ^ x dx 
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1.618 EJERCICIOS PROPEESTOS.- 


Calcular las siguientes integrales. 


dx 
———— Rpta. 2arci lx TC 
o aan В p 
М+х+1, 
і Rpta. х + 44/1 + x +41In(41+x —1) 
(2) En dx p X X n( X +e 
3/ хах X 
— Rpta. 10 | ————— |t 
9, irs 7 uhi -11 
(x +1)ах ~ х-2 
Rpta. 24x -2 «42 arcig( ——) +e 
o хух-2 А T" 
5.6 2/3 E 
(5) [2$ Rpta. х. 2, £24 x e 33x 60 +6101x —1] +0 
Rpta. 3A c +31014/x -11 +c 
© ica 
dx 
== Rpta. 24/х-41/х +41п[1+4/х әс 
(7) [кы р Ух x | к|% 
Газға x. Rpta. гн 


© 


dx 
| ¿3-2 0-2 


Rpta. lara? 00 ^ ET (Зх - 4)" ^ —1{+с 
3 


(0) | dx Rpta. 24 x – 33x +6%х —61n(/x 1) c 
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© © © © 


©) 


© © © © 


© 


эж 


NS 


1+-/3х+2 


[ dx 
Ix 414 fx 1 


ЛЕЛ 


1- 1-4x41 a 
75 уен 


Rpta. 61-31? 


¡Pe (2 + x)dx 
4484-25-41 2x-x? 


ГЕР 


[| Em. (x? 206 
482-і -x? 


dx 
Їнэ 


[i-a -2545 6 


Бороо 


¡EN -6x? +11x-6 


3 


E 
2 


dx 


Ax? +4x +13 + 4x +13 


+ 
5 


Rpta. 


Rpta. 
Rpta. 


Rpta. 


Bs $, 
7! 


Rpta. 
Rpta. 


Rpta. 
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бы, КЫ ee 

21 

-х 5682 -ш(@+-/3х+2))+с 
24x +1 —4А/х +1 +41п|1+40+х|+с 


Oen: +2./х -8)+с 


+31щ@1+{?)—багс1їрї+с donde г= х+1 


+1 [xm | 
агсвел(7:9-44-2х-х +с 
y 


8+4x? -3x* | 3 
--------Мі-х” іс 


15 
-—— 484 2x -x? +arcsen ^) ec 


GA 8+2x—x Pare) ec 


19 x  xY9- -x? 


2 атсѕ–еп  — ——— Ó— 4 249 - x^ ес 
2 2 2 
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Rpta. (М 4х any? +4х+3 —661п|х+2]х? +4х+3 | +c 


д>. ОЧ” 
(у Amós Ера. xJx? —2х+5 —51п|х—1+{[х? -2x45 |4c 
dx? -2x45 

3x? dx 


ТШ +4х+5 


Rpta. (x? —5х 4 20x? *4x45-15ln|x £244 x? +4х+5 | +с 


с (3x? –5х)ах 3x-19 
2 


Fames шаг 


ER (x? —x+1)dx 


3-2x-x? +14агозед 37) 


х? JP 42х+2 
x^ 5 1 5 Di 
Rpta. a x «2x«247]n|x«ls x^ +2х+2 |+с 


3x! -8x45 
14%” da 7 


Rpta. (x? 45x 420) x? -4х-7 *1121In[x 24. 4x? —4x —7 | +c 


dx 


1— 
Rpta. — агсвеп(——=) tc 
2x 


dx 
lana -2х-1 


J——— Rpta. ua 355 
(х-1у үх? -2x-3 2 х-1 
| 2 | 2 
Rpta. 1 цүлж 7432 A 


32 +42 8x? 


dx 
ir cor 
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бі) 
е 
е) 


© © 


© 


© © © 


[ыле 


[уха -x° ) dx 


1 41-x* +1 


[ эв... Rpta. l dg ed 
x/4x? -9 2 3 
dx $3 ru 
— Rpta. ух? +16+с 
Їл hex? 96x? 
3,2 
| Rpta. I = x 1 +‹ 
A 3x 
[ ах 
aida? +3x+1 
2 2 
вра, 5 f aei 1l и E DS ev fel, 
20(x -1)" icd 
dx аса жа 
—— Rpta. -23(х +1) +0 
Lorem 
dx 1, n du 
Rpta. —in( j-— 7. -19 
== 6 (u-)? 2.8 T 
M3 
donde u= x +l 
x 
1 Aa x^ +x шар 
ГЕ Rpta. qnl Ira rctef Іс 


x? 


E ы ы +0 
4 x^ 


—1n] 
4 


2 x + 3) I x!/* +e 
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u I u+l 


Rpta ES AA n 
и? +1) 6 du? —u41 243 45 


Ium вра, - diz E PT si E: ” 
| аңы т Boe al (бх е, 

f ж Rpta. Пар Ө 531-0239, 
[а Rpta. REN seri 220: 74d. 4 Сэр 


donde u = (1 x)? 


© 
t 
Y 
> 
8 


х 
Bes 241 ex) 1 (e^) + 
Rpta. — a PE 9, 1, T 
d 43 : Bx 3 aty РР ) +х? 


э 319/3 4,73 йз 


[rentas Rpta. „ша E 


10 7 


donde и-1-х! 9 


E 
IL Rpta. e (2x? -1)«c 
x^ Alex? x 


dx (+x )" 
| а. ms n22 Rpta. "тї" 


x (1*x ) 
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© © © © ®@ © OG 


dx 1 1-1 43 1-24 
== Ира. —1n|————— | * — arctg +C 
xA x? 5 (рын 5 43 


donde t Mex 


x—3 1 3x+1-2Yx? -x-1 
ta. | ЕХ. TD O rwn 
Бр шыны RU zal ме 
í dx Rpta. 1 55660 ізі, T" 
(2х -34x -x? -15 2х-3 
ах 
———— Rpta. э = ааа ЕИ т, +c 
mar ын EN 
43x +5 ax 45 -35, 
шини Зх *5|*c * 51 
[ 5 Ера. 2/3x *5|4c ше " 
1 ES 
1222 124 ах Rpta. => qu ку жс 
1-х dx А +х- E 
Rpta. -2arctg.]——— +c 
| Lex x ШЕШЕН г! à 


3 x«l 


dx 
P aas. ТЭНД Эг Ера. ——i|— +c 
| y (х+1)?(х—1)* 2Yx-1 


euer 


реа, 2 (сену? y «ви бун (+ a +e 
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| ах 
(2x4 1) ^ рх)" 


Rpta. 2 Qx «^ 39x" +3 х-ке 
[== Бра. -J1-2x -24 -2x -21n141-2x -1|+с 
41-24-41-2 
[eras Rpta. UN AAA -5 anis + e 
"a 3 
[ ах 
х(1 + 24 x Ax) 
3 xx 2 4x -1 
Rpta. >In -- > а Ш )*c 
AR 27 47 
— 3 > Rpta. ал ей +C 
n (x-a)”" (x-b)"" b-aYx-a 
6 5/6 1/2 ив. 3% 
Бра, 2x56 4x? 41gx!/5 + 7X. 2загс ex «c 
КЕР жай. +4 : 
dx -1 43 1-2 
—R—— Rpta. ln] == | эки =—)+€ 
bs 5 42141 5 43 
donde / -314 x? ; 
Max — x? dx ta. ы ly 157 8 Уз кк Dee 
| ы 2(0 +1) (4 тет FAYS 23 


3 3 
donde f= LEAR 
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[xa «Ax dx 
2 
Rpta. Жк а} + Р 36x уха 8х. ез Ze 


13 5 
dx 
| 


pta, — — > In|2x- 1— 24x? =x +1 |+2]Inx-4/ x^ e AEE 
2x -1-24 x? —x+1) 


© 


quaa — + 
(+ Za? + 2x х+2 
[zum +х+1 


(x41)? 


& 


FE | 2 
MEET par УА exl ezin CA gae 
х x+ 


Rpta. 
+1 


x dx 
Бэр” scr 
JT e2x- x? ЕНСЕ - 
1-х 


Rpa ------ 
4 21-24 ар 


ах е қ Ax Ax? +1 
PT re гэ x Pu IT 


| +e 


y 3 
D f Ёс Rpta. Inlx4d 2) s 
x 


1-х7 


(2) pa 


Rpta. 120, gio КЛ, —8(1+х)* «c 
Mex 5 7 
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© © © GO GO GG © о 


@) 


© 


Axdx 
P 
хєх? 


58 
| х!-х? 
: D 


(AA к 
HELPS 


{ие 
ax +1)” 


TN 


4 
x3 


dx 


dx 
Пр; 


! 
@/х +1)? 
[x 


EEs 


Жаа 


(x-2)! dx 


(х- 2) +3 


ШЕ 


Rpta. 


Rpta. 7x? -14х!* 4 28In(x14 -1) -с 
5 3 1 Е 
fyi EL 4 2x? +4x* -21n( 3) -4arctg7 +c 
3 2 1 1 
Rpta. qa g^ e Ша ed ae 
х5 +1 
3 
Rpta. 20 Mx)? +с 
Rpta. 3arctga/x) +e 
й = 3 3 442 
Rpta. 2 +1)? -2(x? +1)? +c 
5 
2 3 ЭР. 2 
pta, 223/004)? |. 
5 
Rpta. (x-2)- 93x 2 «943 arctg * x P inse 
8 1 
Rpta. 75 Ux - 4X1 e ^ “с 
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z dh E Щщ 
2х? XU +10x1% —10arctgx!? +с 


1 1 1 
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© © 


© © 


o © © e 


© 


| А... Rpta. 


xx? -2х-1 
| ах 
(х-1уүх? +х+] 
| ах 
xv24x- x! 


| ах 
vx? +4x-4 


pz +2x° 43x44 e 
de 


ax? «2x 42 


Y 
arcsen( 


Rpta. — 


133523087 exe 
== Еш = аир. 
3 


Кра, ———1п|—+ 
2 


1 
Rpta. 
d 2 
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-1 
)tc 
х? 


| 4c 


х-1 


1 24424 x- x? 


| ёс 


4 x42 


- PR эй. A 
Rpta. El +2x +2 ml +2x+2|+c 


= 5х+3 
45-4х-х" 
ү мы +2х+3) 


q- х? => 


[ 4/х ах 
(1+3/х)? 


ax 


Rpta. —x 


unio 


dx 
| (2х+5)/2х—3 +8х—12 


dx 
pm -4х-1 


-2 
Крга. -545-4х-х) +13 arcsen - 
Rpta. Usa? +4x +1Загвеп 2 
1 
-4х2 +18х6 + 


Rpta. —— 
43 x 


)*c 


e 


Gf- 
INE „ э агс185/х Ес 
3 х 


Rpta. gru eA -3)4c 


ee 
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dx 3 ат d mam 
cu Ls Rpta. A x? lte 


O 1-2 


(x - sx? -8x +4 


de fran. d Жалау 


М-ГІ - 
БЕЗ ЕЕК 
о Rpta. Nt 


2 
х“ – 3х – 1 > 
——— ——- dx + | Vx? +4 dx 
ЁХ-255 | 


@ 


3 


Xx 2, edet +4 +2In]x+WVx? +4[+с 


x+1 


Rpta. Inf 


х? +3х-4 ух? +2х (60) EN DA 
D [5771 gu > aa 


(10) ГОЛ Үхэ! f= Dne + Inx.Ine*Jdx 
Ix 1 Mx +1 x+1 x 


[geo cighünx) y. © E” i шш sen x.cos^ x dx 
yx? —х +1 2 


(cos? X + cos? x + sen х)? 
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C x? + (xcigx)? 

у |-2. 15597 (09) ЕНЕ 
5 (сайх + xcosec x) ТЕГЕ 


© fx Oe Ax? yl de е 45 dx 
(9) |--“-- (4) [—— 

ys jy" xXx -9 

A ” 

(ni) [ gans : - | xcosecx dx 

senx(xcosx —senx)* 

2x; — 3x — 

O] a 

2cos^ x + sen x cos x +sen” x (x - Gc —2x + 5) 


(u3) j 2 (2+ Mx yax 
arcsen 


Alea 


Q [lie 
---- ах 
sen 2x In(ig х) к“ 
1.6.19 EJERCICIOS DESARROLLADOS DIVERSOS,- 


Calcular las siguientes integrales: 


(1) | dx 
Vx +1 


Sea z=/x => x=: > dx=2zdz reemplazando en la integral 


ta 


з 
Sca w-Xz4] > z:=w"%-1 > ф 2646. reemplazando en (1) 


220 


= (1) 
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| "PE а) aee. ші. ы ЦЭ -Ddw 
x +1 


33 
es таңы? -3)«« Mcr o = Дык 
2 2 2 
(NA 
dx 
І 1x 


2 


Sca 2-і => dx=2zdz, reemplazando en la integral dada: 


1-4х [э li-z ¿Qs 
Hee нв др өв efe 


Solución 


1-4 x 2 zd 
[x — 2 -І”- $c 
| Ша 1 ai (1) 


senl =z O —arcsenz 
Sea 5 
7 = е dz = cos0 40 


со80 - JI- Z^ 


| zd T ei ` 0 cos0 40 -fs 
se 


n? 040 2 ip cantra 
cos Ө 2 


- L (aresenz - i=?) -.. (2) 


reemplazando (2) en (1) sc tiene: 
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ПЕ 


Уа i —arcsen + e 


=з -7 —arcsenz +e жак 2)41- —Xx —arcsend x +e 


Solución 
Ж ET TNT 
Sea 2 pu despejando pue E dx = paa 
]-x +2 (1+: I 
^ 2 3 3 
-6z xus =g 
3 y ME = ef 3 = а от 
ANA (1—25)04 23) DG? +1) 


Ж-КА cA CEA 6” 


Á B С--0 Ес+ Ё 
AMAR ; 
221 241 44:41 z^-z41 


Calculando Jos valores de A,B,C,D.E.F se tiene: 
242 
> A m ld- 
«f fsal 21-с 


-In|z-1| ein] 21] 1n]? БИН semie 


-1 
)*c 


ai Бага 


go +З ы 
arctg E 


3 25 2--1 
-In|z? 11-10 ТЕМ Me zal] Pie ag )+с 
43 43 


w 
tu 
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ІН 


Solución 


B [ x" (1 x^ ) "^ dx ahora aplicamos la condición de CHEBICHEV 


dx 
ЕЗ 


m+1 0-1 1 4 
=——<=-— noesun número entero. 
n 4 4 
т-! 1 


1 : 
+р= E 2-0 esun número entero. 


--| 7 (z^ y ze —1)?'^q- 


2 


5 В С=+р 
ч p 4.. nat fs Fa үе ... (1) 
= A, B C+D AID AAA? e) Ce Dc? -1) 
2-1 2-1 :41 2241 (2102 +1022 +0) 


dà 


Кы. ас? лж ^ ea D Жс 7-1) 


с? =(4+B+C)*+(A-B+D)2? -(4-8-0СП):44-8-0 


por identidad de polinomios se tiene: 


Integral Indefinida 


А+В+С=0 1 4 Же 
A-B+D=1 yiri el sistema se tiene: 
4-8-С-0 uL н--1. E 0, DLS "a 
A-B-D=0 ` 
ahora reemplazando estos valores de (2) en (1) 
1 1 
к Жен и 5244... Le 
82 4-1) 42:41 2-71) 
1 1 1 | 241221 
---10|2-114-41|:41|--410й 240 =-—In|——]|-—arctgz+c 
"ний най хаад лааг TAE маны 


=-ү!в кэз UH ix +1+1 І-такш с: +1)+с 
v T 


(5) -— 


E > dk E, reemplazando 


d Lie 


[T $4 3 dx sf 


1 
zt 


ES-S- ын Lj а 


RM a g = -| z(z? 11 а= 
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234 
Solución 
Sea 2:2=x%-1 => 2:4:-5х х, reemplazando en la integral dada: 
f dx => f 5x* dx | 2: dz 
хүх5-1 5 (2° +10) 
2 ak 2 2 4 А 
E 21 B acie E ыг ad -p'? +e 
O | sen 2x ах 
sen^ x4 cos? x 
Solución 
sen2xdx — — [ sen 2x dx 
J «р x «cos^x 5 (sen? x cos? x)? -2sen? xcos? x 
-| sen 2x dx реа -2| sen2xdx 0 | sen 2x dx 
 2sen* 2x 2 -sen? 2x 14 (1—sen? 2x) 1+ cos? 2x 
4 
CE arcig(cos 2x) c 
1--(сов2х)” 
== 
x(x? -ln x? -In(x? -1) 
Solución 
„ J 2 É 
Sea u-lnx^ -In(x? -1]) > багц 2. р Элс 
i x^— x(x^ —1) 
de donde a _ 
хх” —1) 2 
A Y WEM To = іал? -іт(х: -1))-с 


[i 
x(x? - nx —In(x? —1)) 21 u 


Integral Indefinida 


O 


235 


(х-о)? (х- В) 


. HO, s 
(x -ayx - В) d 4 
(x-a)? (x- B) " ЭР j£ a)" па [y dx 
(x -aXx — В) (x- py"! i- В — (а =) 
Sea --Хта E. ы ах 
^ х-ф а-В (x-py 
p p -Р A 
(5-8) c D „йр dx = доо IE ld: = —— +e oe E T ac 
ox - aXx — В) а- р(а- В) ро В) x- f 


ES dx 


Sea => =х => dx=2zdz, reemplazando en la integral dada 


¡En peto ge р 


5610 == 0- aresen—=) 
Sea 42 > 42 
Z «42 sen8 - «4/2 cos 0 40 


ЁС! 
DE > J2- -.Ү2 сов0 


2-7? с050 = 


[ e jc kcu 


42-25 4 cos0 


= | 2sen? 0 d0 


ез | (1—со$ 20)46 = Ө —senB со80 = arcsen(--) diee t Аі. ... (2) 


кә 
22) 
o^ 
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reemplazando (2) en (1) se tiene: 


heme -z2-z : = 2aresen - Ax42- Y +с 
2-x 2 2 


@) | (1+е y dx 
(1-67 ya + de? —1) 
Solución 


(12-6? y! * e* dx e'dx 
j TRUE: Ж рт E 


04 e > Jae?) Qe? —1) 


Sea z!^-1«e" => e™=:7-]1 > e =42%-1 > e“dx= Ies 
zt-1 
jse” y? e^qy 24 д 
|-55 кілдік: | -[- = = [E ... (1) 
@+е2 6а + 4е2" -1) do? 1221) 7(2:-1)4:7-1 
Sea T S => ЕТЕ. 5 zu um => d=- A 
2--1 1 21 245 
Ahora reemplazando en la ecuación (1) se tiene: 
. dt dt 
| A ы -| d- -[ 2 2/2 zi 2 
(18^ y 44- 4e? -1) (22-102? —1)# MAI 1+{ y-1 Vi 21-31 31? 
ER СО оо 


"doncc =i 10 pas RT 


27 й 


"rw 222 УЗ 
Сай NT) 


1 
como г Senes 


Integral Indefinida 


(3) 


f (Ice ) ^ e^ dx 1 (ан + 


а arcsen[-——————————- 
(lee? аја де -y М3 Aio e? a 
ү" "ах 
Solución 
Sea 7 = агсѕспх > (с = 2 - EES ах 
1-Х 1—ѕеп? = ӨЖС 


Z = агсѕепх - х= хепи 


dx 
COS 2 


Como (<= => dx= cos zdz 


p ^ dy c Ге cos 2 d- 


7 
и=е 


Integrando por partes: 
dv = cos z dz 


fe coszd--e senz- fe sen zdz 


pre е 
> 


[dv = sen zdz V = —СО8 


[e cos zdz — e^ senz +e’ cos z- е? cos с 4 


А €^ (sen z + cos 2) 

fe cos z dz = —————————— 
2 

reemplazando (2) en (1) se tiene: 


i 
е (sen Z + cos г) ———À (1+Yl1-x" ) 
2 2 


jener ‘dx= 


sk 


. (1) 


.. (2) 
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| ах 
(x 00 +1), 0 —2)(х +3) 


Solución 


] A 4 B Ax +1) + B(x - 1) 
(x-D(x4l) x-1 х-1 (x — Mx +1) 


1 
зе | A+B=0 A 
] = (А + B)x + A— B, por identidad se tiene: | => Ч 
А-В =1 1 
! В---- 
2 
1 1,1 1 
——————— н -------) 
(x-IMx+b 2 x-1 хы! 
| ах T [ Е 1 ) dx 
(x -DGc Daft —2)(х +3) 24 x-1 х41 J(x-2)x 43) 
1 dx dx 
=-=—| = == pem] ын (1) 
2 PE ваа, ET FE 57 
Calculando la integral f dx 
4 (х- Df tx -2/х 43) 
Sea — А => "Y > die EE 
x—1 Ж БЭ? 
28 Ж 
жен saai y de ӨР” ж 
(x - Afix - 2) +3) 1 (ака 40 212-43) 
4- 
= Ч -= Completando cuadrados 
4114--3:-4:: 
..3 
ЭР”: d- ———— 
-zf =- Arcsen 1+‹ 


Integral Indefinida 


1 8: 
= ——arcsen[ 
2 


2 5 2 S(x—1) 


ahora calculando la integral f 


dx 
(x+ Af -2)(x +3) 


Sea mdi > x+l=- > a. Y 
x+l $^ 
K di 
[L9 [Eo E —[-—LÀ—- к 
(х +1)/(х—2)(х +3) Layla» 40-300--21) 
tyt 1 t? 
TE 
= =Í a = Қ ыса 21-с 
+= — aa НЕ. 0 4 
464 [25 Li 46 
таг кекті) > 
144 12 12 


121 41 х +13 
]+с› =-—arcsen 


1 [ 2 
=——=arcsen 
46 


Luego reemplazando (2), (3) en (1) 


1 11-43 1 i 


loud larsenl. ^ 23 de Lu 


=. 2 
-= 
5 
(x cos x —sen x) 


Solución 


A la integral dada lo expresaremos en la forma: 


z> integrando por partes 


| х?ах [ Xx xsen x dx 
sen х (xcosx —sen x)” 


э 
(xcos x —senx)^ 


-3 1 11-3х 
ЇЕсүэ — агсзеп[————-]+ € 


Ic -1-6? 


1 
46 sal! ... (3) 
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х sen x —x cos х 
= de ——— — dx 
senx (веп х)” 
-— 
xsen x dx 1 
(x cos x — sen x) х cosx —senx 
2 
| x dx к х (sen x —x cos x)dx 
қа A сант аа) PTE, алашы а 
(xcosx—senx)'  Ssenx(xcosx—senx) # sen” x(xcosx —sen x) 


P 2 
=——————+ | eosech ds 


sen x(x cos x - sen x) 


x 
ш------------сірхіяс 
sen x(x cos x — sen x) 


rer 
e n 


Solución 


S _ 
А la integral dada expresaremos así: МЕ Pl E E .. (1) 
\х2+1 х 22 х741 х 
Sea z=x* => dz-2xdx, reemplazando 
x"—ldx 1 2-1 5 
ТЕ БН 2». (2) 
х? +} x 2J9Yz4 =: 
2 -1 w^ +1 4w dw 
Sea w“ =— > rz-— =—5 Р 
241 wy Al (w^ —1) 


Ї| x? ew ах _ -|м- w^-1 x 4w dw ZA 2 w^ dw 
Vr? +1 х 2 у? а! (w° -1)? (w° +1w? -1) 


]dw ... (3) 
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w _ A B кср 
(w° 102 +1) w-1 w+l у +1 


AQ Dow" +1) + B(w-1Xw? +), (Cw+ рум? -1) 
(w-1{w+ (w° +1) e ra +1) 


w? = A(w) +w)+ A(w? +1)+B(w? +w)-B(w? +1) + C(w) – м) + D(w? -1) 


w? =(A+B+C)w +(4-B-D)w? +(4+ B-C)w+ A- B-D 


A+B+C=0 и 2 . 
A-B+D=1 resolviendo el sistema se tiene: 
A+B-C=0 4-1 B--. C =0, D=> 
A-B-D=0 


ahora reemplazando los valores de A,B,C y D. 


R5 x? -l d 1[ dw dw -f dw 1 w+1 
E 128 — SUM | —arctgw+c 
х? +1 w-1 2 w+1l y?+1 2  w-1 


— +1 CS pe 
2. LL NC ma ET = ав же ылғалын ӨР агсір e 
2 | л! ы У2-1-4г-1 +1 
241 


"Ns -1«4x? +1 
“з -1- ar? [х2 +1 


E 


sen? Х-(05 x 


~ rl- arctg 


Solución 


[ cos x dx хүрэл -.. (1) 


sen? x —cos? x tg! x-1 


242 
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Sea z-igx =>  dz-sec!xdx 
2 
sec^ x dx A Bz4C 
[DI =|—É£— = fi T DTE. zZ -.. (2) 
tg“ x-1 23-1 #(х—1)(#*+>+1) 2-1 04141 
1 4 Bz+C 


à А22 +2+1)+(B2+C)2-1) 
Ф sla. жаз (2-2? +2+1) 
|= A(z? +2+1)+ (22 +2) +С(2-1) => 1=(4+B)2? +(A-B+C)2+z-C 


dis 
A+B=0 "4 
Por identidad polinómica se tiene: +4-В+С=0 > 4В- T ^. (3) 
A-C=1 2 
С--- 
| 3 
reemplazando (2) en (3) se tiene 


Гезе р 2+2 


1 22+1+3 
E ? dz = -ün|z-1|]— [-——— t] 
tg? x-1 5) еті EN 1 ЈЕ 2+1 


=: -#4 2:-1 


22 +2+1 эй | Т тары 


Пһ|2-1|---Іг|2 РЕ Е 7 : arctg[—.— ыг 
E 245 43 


ГЕ Ef 
1 э 22 +1 

= [10| 2—11—— 10| 27 +2+1 -43 а t 
35181 | 2 | | rtg pl 


- дЕ 
an | tgx-1]—7 1n [ig^ etg | S ахиц 


+1 
B” 
(5) [se sen x dx 


Integral Indefinida 243 


solución 
PCI X " 
; lu -хе Jdu -(x*lDe dx 
Integrando por partes se tiene: > 
dv = sen x dx lv —COS X 


[ xe" sen x dx =—xe? cos х-[(х+ е“ (- cos x)dx 
= хе“ cos [ice ne" cos x dx 4401) 


stas bhe” -(x42)e'dx 
— Ju (x 4 l)e ы fdu (x+2)e dx 
|dv=cos x dx lv -senc 


ILE Пе" cos x dx = (x + Пе" senx- | (x+2)e* sen x dx 


z(x4De sen x - fxe" senx dx-2[e' sen x dx ... (2) 
Reemplazando (2) en (1) se tiene: 
Ге бепхах--хе” cos x « (x е” sen x- [xe' senxdr-2fe' sen x dx 


—xe^ cos x " (х41)е sen x 


[e sen x dx ... (3) 
2 2 


[se sen x dx = 


ahora calculamos la integral [e senxdx por partes. 


fu = sen x [du = cos x dx 
(ау — e' dx ы h 


fe senxdx-e' sen x- fe" cos x dx 


и = COS Y ¡Qu = —sen x dx 
\ m ] 4 
idv = е di тсе 


244 
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[e sen x dx =e* senx—e* cos x- fe" sen x dx 


Xx X 
; е” senx—e" cosx 
Ге калар ОШ ... (4) 


reemplazando (4) en (3) se tiene: 


5 —xe'cosx (x-4le'senx е" ѕепх-е* соѕх 
хе aid а-а" 


х 


е 
= Gtsen x —xcos x — cos x) t c 


press. ” ТА 
414. x^ “ы 


Solución 


Sea с-хі > di=4x*dx > а= 


+x’ Лес - М+= - 
pat” +1 ad | ET ART TS цаа 


Vl+z+1 EL + +1 


3 
sea u“=l+= > d:=2udu 


du =u? —2и+21п|и+1| 


dieu 
[m - | сим -2|" du 


1 
=2 -14 
fo ul 


ucl u+l 


АЛ т 2 
Ге-. 58 uq -2u+2in|u+1] Ses INT 2In Le s +11 к, (2) 


reemplazando (2) en (1) se tiene: 
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х? 2 | ES 
ре ШЫ dx= e МЕНЕ ЕТІЛ 
Vl+x? +1 4 ? ? 


E 1 1 Ж AES 
uw Зах +1[+с 
ЛЭ. -4Г-хуах 


Solución 


Calculando la integral por partes 


fu =ni +x -Jt-x) dea ы. жй 2-4 
|а = dx =? эх «аг 


Гел +х -4h - x dx =x1n6/1+ x — a —х)— [кес ) 4 
2xN1- x^ 


-In(J + x «ў =х)-у]—к===+ 1]dx 
^" Xl-x^ 


1 з 
=1п(4/1 +x sis arcsenx —— c 


Puig? x+2 dx 


Solución 


A la integral dada escribiremos asi: 


Op ЕТІ ж xt2), AIN 
| is Je x+2 de ei x+2 


: 
sec” хах 


[AR * x«l ах= [Же хе. j- 
Jig x+2 Jie x42 Jie? x+2 
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cos x а: 
-In|tg x tg? х+2 [= 
sen? x+2cos? x 


3 COS x dx 
-In|tg x *4tg" x42 1+] те == 
42- sen? x 


sen x 
—]n|tg x * сама уре 


x'-l dx 
| 3 | 4 
x *l 41x 


Solución 
Dividiendo numerador y denominador por. x? 


G^ -D i 
pS (x? —Ddx e 0) 


(x? «INI +x’ "m Е ез 
2 


2 
Sea тэрээ. 5 d: (0 - ж. z=% y 
xX X X 


ahora reemplazamos en la ecuación (1) 


[ (x? —1)ах -| а- ” 
(x? +1у/1+х° lz? -2 
Sea m = et — Y e 
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I 


[ dz -| Пи --| dt =- f 42 di 


кше, 48 


247 


: arcsen(4/27) 


tE .. (3) 
reemplazando (3) en (2) se tiene: 
x*=] 2 
(Бл! ЖЕКЕН үн E 4X2 )*c 
(x? +1)/1+х* = РЕ х+— 
х 
2v 
52-32 авс „„ 
2 x^ +] 
O jJ 
I+e* кет 
Solución 
x x d- 
Sea rg" > Edezdx ЗЭ х= — 
dE 
рге = ра --. (1) 
1-6” е 2/7? +Е+1 
Sea Tel = şel ЭР die E 
2 Ї ДЭ 
_4 
f а- -| (2 dt 
ads ecl “141 laa 141 
АГЬ 
=-| dt "mires eren =a ere rel 
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- -2 ” 
= ... (2) 


reemplazando (2) en (1) se tiene: 


2 
z4242N 73 e 241 2 12-25 dl 3 
С — —— MM ———— à 


In| 


| - шана 0 -- = | C 
М +ех е 2: 26 


T LER 
E х(1+соѕ x) ix 


4 3 
sen x+sen” x 
Solución 


A la integral dada escribiremos asi: 


cos? АГ + cos? х) cos? х(1+ cos? X) совх (1 —sen? x)2 —sen? x)cosx 
[== dx л ас = ах 


3 2 
sen^ x ^ sen! x sen? x «sen? х sen^ x+sen” x 


Sea z=senx => ах = cosx dx 


pue e х(1+ cos? E mm - се ей (а- 


6 2 
+) 
sen? x+sen? x “al z^ 


2 2 
—z—6arcigz——-c =senx-—6arcte(senx)— 
2 sen х 


[e dx 
х +1 x(x? +х+1) 
Solución 
2 1 1 27-41 
Sea z^-x4l4— > 2zdz-(l-— Mx > 2zd:-—— —dx 
х к” эл 


ahora a la integral dada escribiremos así: 


dx 


[e —— а “ЇЕЛ 
х +1 Мах? +х+1) esi Шон 
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IE 11 ах = [> ad dx 
1-1 х ч 5 
r. E UT 414 
x х Г 
-| ; I X da = | ] coli 
=, „у еа: 5 МЕТ ЕРІМЕ: a 
х E X Y X 
2-4: 3 dz I 
=] 22| ; =2агсїн 2+ с =27агс1їн„|х+1+— + 
Es +1)= sl d 
y I» (5 
[ arcsen( эх )dx 
I+x 
Solución 
Integrando por partes se tiene: 
24x 4 (1— x)dx 
=arcsen( УА u =-= 
Haciendo: |, г" => Ax(x DI x-1| 
dv = dx РезЖ 
AA - si х»! 
|х-1, si x »1 А+) 
como | х-1 [= | h entonces du = 
1-х, 4 0«х«1 ах | 
—————, sí 0<х<1 
Ух(х +1) 


Luego consideremos los casos: 


i) Cuando x> 1 se tiene: 


Fx dx 


sx і 1. 
(х +1) 


—X dx 
| 65 яаа кА =. А. 1... хуваа Эн -f 
l+x ын х(х +1) 
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(Ен. A de 


x+1 


; = -2(:-агсір =) 
2141 zt 


= 24x -2arctg x et 


reemplazando (2) en (1) se tiene: 


? 
['arcsent ын )dix — x поз )+ 24x -2агсїр Jx ... (о) 
tX +х 


ii) Cuando 0<х< I, se tiene: 


Ж» 2 
(шеке )йх = х arcsenM ) Sh тё —x arosa 5) - -[2 Vx dr ян 
1+х lax 


М(х +1 1) x+l 


x —2агс!р-/х - (4) 


par, 


+1 


reemplazando (4) en (3) se tiene: 


2 
| arcsen у =x мее ҮТ) Bal + 2 arctg Ух ... (В) 
+x +x 


Luego de la parte (а) y (Б) se tiene: 


24x 24x 


[ arcsen( )dx — x arcsen( )+ 2-Їх + +2 arctg Хх TC 
1+х l+x 


[ X COS x —sen x 


Ax? sen? x 


Solución 
"а А " 
Dividiendo numerador y denominador por x^ 


Y COS Y —Ssen x di Y COS Y —Sen y 
— Ax Di 
2 = 
YT COS х —sen y y 
G дь| 22-35 1.4. MT 
XX -sen Ух“ - хеп“ - чеп à : sen 
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251 
senx X COS X— SEN х 
Sea хош 2271... им 2/1; ... (2) 
X с” 
Reemplazando (2) en (1) se tiene: 
х COS x—Sen x d- 1 Ax “ES, 1 if a 
| a= | =--1а{-=—=——[—-—агсд@]х +1)+с 
4] х^ +sen* x 44-25 4 Ax 41-1. 2 
este es el resultado del ejercicio 4. 
| ах 
хүх"-1 
Solución 
n 1 -2/n 2 - (2i n) 1 
Sea x => > х=! .entonces dx -——1 dt 
ЇГ n 
| de Bra —— X CAI 
"wn n^ гт) ШЕ n4 2 
Ve? t 
2 dt 2 1 
=== [ =-——arcsent+c = —2narcsen [ж-т +c 
n 1 -( 2 n ү X 4 
x? 
il — х соѕесх)ах 
sen x(x cos x -sen х)” 
Solución 
A la integral dada escribiremos asi; 
3 3 2 
Ж. X -хсовесх.веп x(xcos x —sen x) 
y —— ——3; —xcosecx)dx = A —— ЭР" 
senx(xcosx —senx)* J sen x(x cos x —sen x) 


3 2 3 2 
ЇЕ -Х(Х7008 x – 2х ѕеп x cos x + sen x) 4 
= | n 


2 
sen x(x cos x — sen x) 
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? 
ЕЕ — x! cos? x + 2x! sen xcosx — xsen? X dx 
sen x(x cos x —senx)? 


21 
[az a senxcosx—xsen^ x , 
|. ==2 — d 


sen x(x cos x — sen x) 4 


ГЕ sen? x4 2x? senx cos x - x sen? X 
M — o & d 


2 
sen x(x cosx —sen x) 
3 2 
-[* senx+2x COSA ISENX y 


э 
{x cos х -sen х)“ 


3 
ЇЕ sen x 4 2x? cosx—2xsenx &xsenx , 
E X 


(x cos x —sen x) 2 


2 
-[£ senx-2x^ шин xsenx dx 


(x cos x -sen x)? (x cos x — sen x)? 


х xsen x dx 
X COS x —senx (x cos x —sen x) 
2 
508 1 х? -1 
ш--------------.--4Сс---:-::-:--ҒС 
xcosx—senx хсоѕ х –ѕепх X COS x—Sen х 


[ sec х-/вес 2x dx 


arcsen(tg x) 
Solución 
2 
sec^ x dx sec x dx sec x dx 
Sea 2 = агсѕеп (tgx) I dz "Te эн d= "UEM ме |... 
41-18? x cos? x ѕеп? x усоѕ 2x 


dz = ѕес хлівес 2x dx 


sec x.Nsec 2x dx z 
| sec х.Увес 2x dr _ E ros =1n | arcsen(tg х) | +c 
J arcsen(tg x) 5 
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00 


Sea z 


-1441-х7 


К EFI p TT 


dx 


A 
Y Cosiy2+Senx 


Л ЕВ dx 


[ dx 
dl (1 AMxy? 


| x dx 


Solución 


diferenciando se tiene: 


x dx 


yl +x? 


x dx 


de = 


=[E=afzre -24141 х? +e 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


a.arcsen 


үе 


arccost ани 
Р A 
хуа = tab 


›+с 


1— { ра AES 
Загссов[— ) "3х? —2x 4&8 +( 


Jii 42-4 + SENA 


Iny] «sen x vd 
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- замах -Jx -Ja -ісес 


pio | +С 
243 45 442 -senx 


3 arcsen 4/х -АГХАЛ -x +c 


3% 
Hao 


3arctg Vx + 
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3 
[A Rpta. 
Em 
[22-2511 Rpta. 
(x 4 cos x)“ 
[2423 Rpta. 
xVx+l 
4 ээн. 
ах ta. 
(Ea Rpta. 
хіпх 
[ze sen x dx Rpta. 


x^ dx 
ne Rpta. 
| 8х3 +27 


Заза а-х к Rpta. 
а+х Хазх 
ERE. Rpta. 
sen” xcosx 
3 1 
fx arcsen— dx Rpta. 
x 


ан ээн 
45--ж %,5-х 


| sen(5x +2) sen(4x +2) cos(3x + 4)dx 


Eduardo Espinoza Ramos 


2100 odis a) 5 abe А) +e 
senx 

жс 
x+C0Sx 

2: _ 

M ы е 

X 

2 
E [ = PA 
3Y x! 3 
241 +1ах -In|Inx | x  21n| VL Inx —1]+c 


до? —1) sen x (x -1)? соѕ хү” +c 


(80 42778 LL gp 27 + 
320 128 


сір“ x 


In|tg x|-c tg? x— +c 


4 


2 
Ж anno 85% 4x? -l +c 
4 bs 12 


—2/5—x -9? -41n0 «A 5—x)«c 


Integral Indefinida 255 


© © 


© 


sen(4x + 4) ѕепбх ѕеп(2х +8) 
шаа 


Rpta. —[sen(2x + 4) + "A 
p "i en( ) : 4 1 
| cos? (in х)ах E A 


| A'sen x dx 
COS X(COS X Sen x cos x 42senx 


Jc tex *2 З 2. „1018522 E 
сірх+2 — i шх--2 Шул” 


1 
Rpta. -іп 
р = | 


: 
Ге» ^senx dx 


Зл 
Крка. 5 UG sen х — cos x) —10x(4sen x —3cos x) + 9senx -13cosx]*c 


| (3x? + 4)dx Rpta. T xcd E aeaa x, 

24x (43x W3x? +x -4 43x? -4 

p= Rpta. Bose ps a %зе 
42 4 4x-1 3 

[ tg x dx 


49 tex—./2tgx 411.42 


5 
Rpta. T Іп | AL areige/2 tg x - 1) X arctg(/2 tgx+l)+e 


lg x - 2igx +1 2 


dx ] 99 
[— с> Rpta. ln- a | Y +1] + 
x(x +!) 


999(x 99 +1) 


| М2 2 3 1 
|» 2--/2-2со8(3-/х +2) х "*dx  Rpta. sen E днд 
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| [ tg x dx 


(cos? x+1)? 


1 


Rpta. іпх "— x +1| —Inegsge d — wd 
99 99(cos ^ x41) 


[= Rpta. ne Lim +1] ёс 
x(x' +1) E 


2 2 
Ч 4 2tgx-1 
жүй а ынды Rpta. In|tgx КҮТ амд а 
1-18 x 43 АД 


dx 
Mou Rpta. 4 inx Mana ln +... +С 
e? х +-Йпх+... 


[GG oo eese Y y dx 
Rpta. оноов 435359 окоо yf +c 


sen x + sen 2x +...+ sen nx 2 n+l 
[RETE ас Rpta. -—— In| co(——)x | +с 
COS X + COS 2x +...+ COS MX n+l n 


(x? —sen? x)dx 

[———— = Rpta. x(cosec—-ctg х) + c 

x—Senxcosx-xcosx—senx 

xlnx dx Inx 

I-A Rpta. - +ағсѕесх+с 

(х2 1)" ° х -1 
[=== dx Rpta. A2x – 4h - 2x arcsen 2x c 

1-2x 


| ах A2 , 2*2 A tex 


— zer, tc 
ig x 


вра, 2 
lg x ^x Ман. 2 1- 
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© 


Rpta. 


cos3x 


х 
Ге cos? x dx Rpta. ^s sen3a— ze "(senx—cosx)+« 


2 — 
(ES Rpta. A E Цав, саа 3 tc 
1+х y Xx X 


(Еч dx 
54-44 x? 
| ^ 


In| 


Rpta. х—51п| ч vi 
j Ja 47-2 e arctp(--) 


Ja Жи. Rpta. ы Lee y - Aree +c 


pe : ay" | 


-p* 1 
-=S Rpta. T^i ED. AE aa )+с 
mz 43 


xl x? Z CMM 


donde 2 = 41+ х5 


3 2 4 2 

402 $ х? * 3 224 

| (x^ -Ddx Rpta. TE 41444 +3х Ч. 
xV1243x? +х? х 


; 1 
Sugerencia: Z=x+— 
Х 


| arcsen х dx 


“ПТ Крга. агсѕеп х tg(arcsen x) In | cos(arcsen х) | «c 
(ї=жу И 
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arcsen x dx 


jl 


х 


dx 
| (x-2y 43x? —8х+5 


6x -13 


Кра. — ——- 31? -8x «5 — 


2(x-2) 


(x^ 42x? )ах 


[ dx 
xÉ « x^ 


ES arctg x dx 
[ x441-x? 
L- xl- x? 


dx 
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l 
Rpt  arcsenx(1—x^) ы 5 Јах ро 
6x7 3 
2 
E 3443x 2 ne 
2 " 
2 2 
Rpta. — +e 
3 3/14 x? 
1 1 
Rpta. arcig xx ——1-c 
х Зх 
Rpta. 23 arctg x -24x +c 


Rpta. -nli- "3 -Х айша 


JL x x? ; 4 
| x+yl+x+x dx Rpta. эхээ! +2 10] 1+2x+2yl+x+x 


| 2 
l+x+Vl+x+x 


[же „ 


Xx + 


[ dx 
xx? —х+1 


Rpta. E +1)` 


29 arcsen x +c 


———— jc 
(24 x*2NI x x? y? 


ext] Son? NT 
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Rpta. 2n|x- x! -хэ1|-342х-1-24х8 -х411- 


69 
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3 
== 33110.77 
2(2х-1-243 -x41 
| 2 E. ЛИ 
| а. ах Rpta. In|x N24 x? "Dum 
х 


1x? 
x dx 1 ух? —4х +3 
т = ai Rpta. —2arcsen( )- ve 
3 
ba -3x 42) x? - Ax +3 x-2 х-1 
| (3x  2)dx 
(x Ax? -3х-3 


| 4 х? +3х+3 


3 m 
Rpta. 3In| x & 344 i7 ИЧКИ A 
2 x+1 2 x+l 
(x—1)dx 2х? -2x 41 
¡== Rpta. ———+ 
da? «2x41 x 
4 4... қ 
E « Rpta. uu m 
cos” x—sen^ x 4  l-tgx 
3 
5 Бе : 2 3 2 
| Xx Rpta. SM 3 м 42 cos x 
cos 2x 42 342 42 cos x +1 
[cos х? —sen? x? dx Rpta. (sen x?+c08 1? ХА + sen 2х?у+с 


dx 


| «sen x.cos? x 
[ dx 2Й +x 


a AA A ве 
30-x?)-(5« axi - x? 


Rpta. 24 ig x +c 


3414 x —4Jl-x 
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| cos ec? х dx 


3 
Rpta. -SSE Y рд c созесхсвх+ In | cosecx-e tgx | ec 
6 tg? x 2 
[sec x dx Rpta. 5 "дог x+tgx+c 
sen? x dx 5 3 LM 
pL Rpta. — (cos х – 6уүусоѕ x +c 
Acos? x 12 
A14 х" 1249 
Pm Rpta. эе om +c 
C ЕА NE E 
sf (+23 3 (х-2 


€ 


22. dx 


[2x43 
— Rpta. ua 
V2x+3 3x^ +11х +10 х+2 


f dx 
ЖЭ 
Rpta. -n pl PS arg arctg(2x — Ен B) +e 
3 x? fx 
pecu Ерга. Lm ч ¿EEE FBER — 
5+sen2x 2 2 
di 1—x? y? агсѕепх 
Ёо arcsenx dx Rpta. "фа" amen 47 ша 
3х7 бх 3 


2 х 
== Rpta. 3 г" PS 
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2x -3)d: 1 
¡E вра. 1010 eg! dar хэс 


сов“ xJ4—c tg? x 


y LA Rpta. ayi? expe 1 +in(x A414 x? )]+с 


NETTEN +1 


| Е s(x/2 
| EZ. a .0<а<х<л Rpta. damas ыы, +( 
COS d — COS X cos(a / 2) 


3 e $ 
[e arctg(x / a)dx Rpta. 2 arctg(x / a) ~ 4 - 28 In(a^ 4 x?)4c 
I 1 1 1 I 
І- sen — dx Rpta. —cos—-sen—-c 
х х X ME x 


dx 
28 +3x+3x? 


3 5 moe _. 
Rpta. Lip aa EME " 
3 х АВ Bx 
SOR ah xi 
RING Ir. MEL Lr |, 


6 x^ x 


dx 
lea x+4senx-—5)cosx 


Rpta. In|(1-senx)"?(1+senx) “(2-senx) ** |4 — +e 
6—3senx 


pr аа ах 
х 


lta? y кер, 41245 
Rpta. In(x +41 + x? ) yt x) ( ы. айы TNR 
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Е y +c 


Rpta. 


| e dx 
(1--e* Ne? -1 


r 
x dx 


|t Rpta. LANE р “с 
Lex! Үй x?» з 
| I d dx Rpta. Ue ene а К мәле ЖҮР. 
х-3 2-3 6 Y 3 
[а^ 


dt? ЖІТІ -үйх-3 4x? -12x 48 ELI 2x 3x ax? —12x 48 | 4c 


| e` (ctg x 4 In(senx))dx Rpta. е" In(senx)+c 


2x -Эх 
e^ +e 1 4 
[2% Крга. ње“ -l|-x-*c 
e" —e* 2 
| ах 
х? +1 
45, a-i- 53342, 410-255 4x— 0445), 
Rpta. ——1n|——— ——7,-— — |4 —— arctg ===" 
20 2x! (0345) +2 10 "TE 03 
110 + 245 -ü-45) , 
¿MARS ep эн сан 
10 ер” 
f 8sen2x.sen x dx 
(20—4sen2x - 19sen? х)? > 
T -4y 3 
Rym. 41Ех-16 5(ЕХ-04) Қ” 128 — 


Xtgx-81g x20) ^ 


ЕГЕТТЕ tg? x- 8tg x-- 20 
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3 
quee: xarcsenx , Rpta. енг X Ха нш х+1 ТҮ? 
41-28 узу” Hs уе 41-37 1-х 


poe mae E ене е Rpta. Sinje" «214 каг 
Же +2We" — 


($1) | (х? +3х)ах 


(х -1уух? —2x410 


Ера. 2-24-10 +515 [4/2 "Bye eid EOS a 


[ ж. Tia Т. жї 


(x^ +1) соѕ х 


Крга. т ныл Чеп х «1 | -arctg( sen х) += m a жарыта 
2 p so. 


2 2 
4x. arctg(J 2x + 1) -2 ево —1)+с 


@ 


2-senx 2-sen х 
| ------ cos x dx Rpta. A3 e sen x 4/2 -sen x +5 агсѕеп 5 ————— іс 


3+sen xXx 


4 
$ +8 
| cos x dx Rot сіп Шы х —SEN x | 1 Р - sen m 4 


АП sen x Ml-sen'x-senx 7 Y sen*x 


95 [ arccos 1 z dx Rpta. xarccos d ly —arcig x +6 
х 


Ө 


4 4x 4 "T 4 m > 4 43 
1-6 1-6 1 Ее —є Ї Ale 
Г — — dx Rpta. пыл» aui [== —d*garugCo — —)« 
e e = Y т Lc +e' > d 


© 


> f 3 ғзм-<-------- 
| sen” x-senx dx Rpta. —4sen x +sen y +arcsen 4 1-С08Х-40С 


OMOMOMOMOMONMONMONMIOMOME 


© 


Ёс 
[cos x+cosx dx 


Rpta. 


3 
| ХС08 x-—senx 
| pa pP Р. Rpta. 


э 
COS X 


E e 
пв“ 


Кра. 


finta oy ^] — n —— Rpta. In(x+a).1n(x+b)+c 
(x+aXx+b) 
(x? +1)ах 1 х\/2 «x^ +1 | 
[< Крга. -——1n|— —,— ——-|-*€ 
(x? -1 14. x* 2 xd 
In(In? x) - In(1; In x) ” 
——— Rpta. 7) а 
ез 1p? y 4.9 "S REI 48 
| жатты 22И Rpta. СРР ry, AN 
2х(х+3) ^ -(4x412) 7 3 3 
| SE бі Rpta. 1 ШИ аг 
sen Х-008 х 3 
3 Л 
[TEM A б Rpta. Siete – Р. РӘ +c 
(1--560 х) х1 sen* x 
(a +21?) de — 2 
—————À Rpta. =V] +x" ————— *« 
las y 3 3 e 
n-i xta 
өв! 2 ) 2 X в == @ es 
|| dx Rpta. — (cos( ) (sen( )'-«c 
”1,Х-4 ncosa 2 
sen ( ) 
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pl 
“со? X + СО$ х + arcsendl—cos x +0 


sen x 


e  (x-secx)*c 


3n |3/x | -1n | Ls 4/1 -3x | —агсвеп1/х]+є 


Integral Indefinida 


(и) 


© 


о © © © 


Ө 


2 


1 grik 
Rpta. 3 arccos( „м. )*c 


x42 


[ dx 
хүхэ A A 


fino? —x —6)dx 


| 9 
Rpta. In 2x1) «Qx- Dina i йин EET. e не 
2 5 24x? -x-6 
IS буа ДР 
farccosec ——d HL a 
X Ж 
хэл 37571 25 
Rpta. хагссоѕ ес —A x + aretg х —-—(—-1)" +c 
Xx 24 x^ 
sen? x Зон 
[== Rpta. — lig? х(5102 x+11)+0 
COS x 55 
¡| Rpta. № ae? х+5) рх +e 
cos” хуѕеп 2x 5 
2 7 
=> m dx Rpta. PME I] sen(2 arcsen4 3x) + e 
Aral 3 9 18 


ГЕ йылан" 2” 


cos? x 
41--3с ? 
05 Х 2 
Rpta. DULL ын FO х + 3 cos x | ёс 
COS X 


| (2x +3)dx 


(x? 42x43) x^ 12x44 


de 050-1 1 JU? +2х +4) 
ARO Ж” rcig SA PA 
4x? 42x 4441 


Rpta. in| 


42 х-1 
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© 000 ® 0 


Ө, 


(e?* +е" ах 


2 
e” –е?* +1 


д 


Крга. arctg(e' —e ")*c 


| dx 
Jl e* +41 -e? 


Rpta. ole" Эа е“ += 10 IUE EPUM yl -e" ) 
АЛ ех 4151-41-07) 


Deducir la fórmula de recurrencia de Іа siguiente integral: 


Deducir la fórmula de recurrencia de la siguiente integral: 


п-1 $1 
1, -| x" dx 2 ix? ¿A кү 
п 


Й-х? ” 


Deducir la fórmula de recurrencia de la integral: 
AES fx senx 4х--х" cos x « nx" ! вепх—л(п—1)/„_› 
Deducir la fórmula de recurrencia de la integral: 


n | п Hut 
г, = [^e +4)" dx 2 ———— [x" (x * a)"! —mal ,, 1) 
т+п+1 


Verificar la fórmula de recurrencia de la integral: 


н-1 
cos  х56П 7-1 

Га = сов" х qo RS 2 
n n + 


? x dx 


Verificar la fórmula de recurrencia de la integral: 


24 
sec" “хірх n-2 
Баз x dy - EX 92 sec" * x dx 
n-1 ”-1 


© © 
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Verificar la fórmula de recurrencia de la integral: 


> 
cosec" “хє х ¿> -2 


DEN 
| созес”х dx — — | cosec” ^x dx 


n-i ”-1 


Verificar la fórmula de recurrencia de la integral: 


© © 


1 n 1 1 Ht m e 
1" = [а Тыста, emt IE нг ! x dy, n1 
n+l n+l 
Verificar la formula dc recurrencia de la integral: 


dn M хас... [AE 
х" (n - x" 1 n-14 х" 1 


f senx sen x 1 COS X 
J 


Use la integración por partes para deducir la siguiente fórmula. 


ч-1 
fie" x a=” as; п>2 
n 


e 


Hallar una fórmula de recurrencia para 


L x 1 ЕРЕ 
1„ = i x"e " dx, п> 0 y aplicar dicha fórmula para calcular [ a” xd 


2 
Deducir una fórmula de recurrencia para [* in” x dx y calcular [ x^ In? x dx 


Verificar: 


ӨДӨ, 


а) La = fin" х dx=xln" x—ni, 4 b) 1, = [х"е'йх=х"'е? -nl,| 


2 2.n 3 
x(a^ —x^) 2na^ 

c) |, = [а хуа). cr 
2п +1 2н-1 


” n-] E 
d) 4, LE 2 77-28. м... 
ia? а n n 
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INTEGRAL DEFINIDA.- 


En este capitulo expondremos la teoria de las sumatorias, que es necesario para el 
estudio de la integral definida y que en el siguiente capitulo será utilizado en diversas 


aplicaciones. 


A la suma de los n números 4|.4ҙ.-...а,, 68 decir: a, + a5 +...+ a, , representaremos 
por la notación: 


23 
а= =; аут та, 


donde el simbolo Y, se llama signo de sumación y es la letra sigma mayúscula del 


alfabeto griego. 


Generalizando: Consideremos m y n dos números enteros de tal manera que m < n, y 


f una función definida para cada i е Z donde m<i <n, luego la notación 2. Га) 


nos representa la suma de los términos Қт), {т + 1), f(m + 2)...., f(n), es decir: 


Èw- = fém) + (таз fim D4 4 12 


E 


donde i es el índice o variable, m es el límite inferior y n es el limite superior. 


& y 
Ol LETS B 
Ejemplo.- Si Үнээ entonces у fi) = У а A Аа 


ima га! 


рээ ——— » mo жә о 


и ы B8 


a © 
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Ejemplo.- Si (1) = cos ix, entonces 


n n 
fo = cos ix = со ху + COS 2x + COS Зх +...+ COS ИХ 
і-1 i=l 
n 
Observación.- En la sumatoria y Бі). existen (n — m +1) términos los cuales 
і-т 
son Қат), fím+1), f(m*3)...., (іп + (n — m)). en particular, si m = 1 
п 
уп > 1: entonces en 5. f (i) exiten n términos; es decir: 
i 


Уб) = 0) +7029 (Gs ft) 
i=l : 


Sean f, р funciones definidas V i є Z. К constante. 


Yn (2) Ул-0-тым 
11 


і-т 


Y YO= Y ro © Y usas Y rs Y gu 
iz] i=l i=} i-l 1-1 


Бас b b-c 
Y f= Y 7-е) © Y] /m= у rito 


~) 


Y (/@)— /(@-1)) = f(n)- f(0) (1ra. Regla Telescópica) 

1 

УИ) fü-m- ran- f(k-1) (ға. Regla Telescópica Generalizada) 
ná 


MOUSE fli- = fin) /(н)— /(1)— /(0) (2da. Regla Telescópica) 
p 
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(0 Уойз»-/й-- riens f - £0)- 16 7) 
ik 


(2da. Regla Telescópica Generalizada) 


Ejemplo. 


40 
O Hallar el valor de Y (2i«1—42i-1) 
ful 


Solución 


Mediante la regla Telescópica se tiene: /(i) = /л+1 > /(і-і1)-4/21-1 


40 
Y wai«1-42i-D) = f(40)- f(0) -481-1-9-1-8 


109 
1 


Calcular е] val ----- 
(2) alcular е] valor 26 кр 


Solución Dre 


| (-- t 
MEA 


: ғ 4 1 ^M. 
Mediante la regla Telescópica se tiene: f (i) = Єз | > /(1)-- 
i+ i 


40 100 100 
М (e 100)- (0) ---4---- 
2% A Э- -(/(100)- /(0)) = ES “с 


= mnl 
ўњ (2) Ye. OE PU 


il 


* 


cua mnl) c.a nn*D(n «92! +n-1) 
урей: Er meii хөн 


ігі enm 
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© 


Demostraremos las dos primeras fórmulas, las otras dos dejamos para el lector. 


n 


Эл + 2 + 3+..+(n-3)+(n-2)+(n-1)+n 
i-i 
E р 1 1 1 ре E 


у i=n+(n-1)+(1-2)+...+4 + 3 + 2-1 
=] 
sumando 


2) i =(»+D+(24+D+(14+D+...+(12+1)+(12+1)+(1 +1) 
iel 


n 
en el segundo miembro se tiene n términos (n * 1) por lo tanto La = n(n-1) 
am 


ҹу; 1+1) 
г п 


otra forma de hacer Іа demostración es aplicando la regla telescópica. 


Y (+1)? -¿?)=f(m)-/(0) donde f(i)-( 4)? 


il 


У +1)? -iP]2 (0+1) —1. Simplificando la expresión dentro del corchete se tiene: 


ізі 


У 42i41—1^ yag? +2п 


El 


29143 =н? 2n, de donde 25 'ien- n? «2n 


і-і i=l i-l 


n 
; . n+l 
2) і= п? ап, entonces › іш = ) 


1-1 i=} 
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n 
2 
Para demostrar PA кз ын 


ї=] 


aplicamos la regla telescópica. 


Уин -i']- /(п)— 700). donde /(0) = (i1)! 


ігі 


Sia +1)* -P]-(n«1)? —1. simplificando la expresión del corchete se tiene: 


Fl 


ka +31? 43i «1—i* ) 2 (n41)? -1, por propiedad de sumatoria se tiene: 
El 


3» i "el 39 i E Ул = (n & 1)? —1, reemplazando por su equivalencia 


i=l i-l іі 


59, і? + 3 п(п+1)+п =(п +1)? —1,‚ transponiendo término 
j=] 


n(n+1(2n+1) 


3» P = (n+)? -(n+)-Żn(n+1) = а 


i=l 


- n(n *1)(2n +1) 


Por lo tanto: Şi 6 


n 2 2 
, n (п +1 
Para demostrar і? = ЭРЭ, 


i=l 


‚ use la regla telescópica. Sugerencia. 


Y n^ -i*1- f(n- f(0) donde f(i)- (i4 D^ 


11 
De igual manera para demostrar. 


Yi тп +1)(6п? +9n? +n-1) 


30 , Usar la regla telescópica, sugerencia. 
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У 0+1) -i]= f(m- f(). donde ((0-1141) 


11] 
Ejemplo.- 


l 


Hallar una fórmula para la sumatoria rema 
1*1) — 1)! 


Solución 


Muluplicando numerador y denominador por t, es decir: 


п 1 п і п ; п =] ¡+1 ] 
= = ————— = = ( = 
rr — (0 + 1902—10)! Lans er (1+1)! 2, (-1) (+!) 


r] i-l 


L] | : 1 ] | (1-1)-1 
= — = — c NE S =Z — 
244 ТҮРЭГ bsc л! өзін (n *1)! 


i-1 


| у | СЕЗТ 
| ({+1)(1—1)! (m+)! 


1-1 


Hallar una formula para la sumatoria ALT 
11 


Aplicando propiedad de logaritmo se tiene: 
Улп = |n) - In(2) +In(3)+...+In( —1n(1.2.3...5) = In(ai! 
n 


no =1n(411) 
i-l 


л 
Hallar una formula para la sumatoria 3, sen(ix) 
i-l 
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Solución 


А+В А-В 
)sen( р 


) ... (1) 


Usando la identidad: cos А — cos В = -2 sení 


de donde haciendo la sustitución se tiene: 


А+В —. 
g 7” А+ B = 2ix| | | | 
ч = resolviendo cl sistema sc tiene: 
4-8. А-В-2х| 
2 аы. 
А=(1+1)х ; Б=(—1)х ^. (2) 


Reemplazando (2) en (1) se tiene: 


cos(i + 1)х — cos(! — 1)x = —2 sen ixsen x, aplicando sumatoria a ambos miembros: 


У [costi +1)x —cos(i —1)x] = —2 sen хў sen ix 
i=} 1 


y mediante la segunda regla Telescópica se tiene: 


| ” ^" 
cos(a +1) + cos(z) - cos x – 1 = —2sen вА sen(1x), despejando Y sen(ix) se tiene; 
i=} ү" 
Ч 2-2 ]«cosx – соѕ(пх) — cos(n + 1)x 
Ў senlix) EL tt л a ды, 


2 sen х 
Pri 


n 
Hallar una fórmula para la sumatoria 244 


Тең 
Solución 
Aplicando la Regla Telescópica se tiene: 


Y +0-1]= m- 700). donde f(i)- (i- 1)! 


1 
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Simplificando mediante propiedad del factorial la expresión dentro del corchete. 
2. (i (i1) i1) = (0 € 1)!-1,. de donde 2: (iiit) = (a І-ІІ 
al i=] 


por lo tanto  .. Уй = (n * 1)-1 


і-і 
H C 
(5) Hallar una fórmula para la sumatoria >9 
l 
Solución 


Mediante la Regla Telescópica se tiene: 


ЭР” —5')= /(л)— /(0) donde /()-5 
13! 


н а 4 - n ; қ i " ; s(5" -1 
EP Fg 1-5 - Tas -5(5"-41) 3 25 == ) 


tal 
n 
(6) Hallar una fórmula para la sumatoria 2. senh(9ix) 
Ы 
Mediante la segunda regla Telescópica se tiene: 


2. [cosh 9(i + 1)x —cosh 9(i —1)x] = cosh 9(1 +1)x + cosh(9rix) - cosh(9x) - 1 


i=l 


2 senh(9x) Y senh(9ix) = cosh 91 +1) x + cosh(9nx) —cosh(9x)—1 
к=] 


cosh 9(n +1)x + cosh(9 nx) – cosh(9x) -1 


2; h(9ix) = 
pa ж 2senh(9x) 
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© 8 6 $ G © € о 


© © 


Hallar el valor de las siguientes sumatorias. 


99 
Y In Ж 
i-1 
100 i 

l нт Hk 
ачз) 
20 
7 3462 +2) 
і-1 
25 
Y 24-1) 
ігі 


100 | 
y sen? (2x) 


i-l 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


4950 In2 


In 2.) 
10 


133,560 
10.400 


tg? (2xY1 –ѕеп 20 2x) 


63 
4 


1 
7 
2 2-33) 


7,560 
(J10)2 2 


85359 
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II. 


e m Y SO 9 Ф Y 


© © © 


Hallar la fórmula para cada una de las siguientes sumatorias. 


£ Rpta. 2- A 
12 27 
MER Rpta. (n-1)2" +1 
i=] 

Y Infi+1) Rpta. In(n + 1)! 
ісі 


ЖЕГЕ -4/21-1) Rpta. 2n +1 -1 
i=l 


‚ A гаш Rpta. 4n 
P (4i - 3Y(4i +1) 4n +1 
Уа"! ы СЕЗ 
1-к 
ізі 
"Si+ -vi -/п+1—1 
a Rpta. -M 
ет Vi +1 vni 
ей. Крга. 1 — l TEN 
БЕЛ 2 0 зар 2n+2 2" 
x Eu Rpta. шаны 
тї (+i) (n+1)" 
y 2 Rpta. EM 2п +1 
с cd 4 n(n«*l) 
n sí . 
In(] -1/i) (14i) Rpta. 1 1 


Сэ In(i' [inq 501 2102 (n4 DIn(n1) 


© © © © © © © © ® | 


© 6 


Уну 
il 
2 1 


1 2i? +6i+4 


A 1 


EE 


(1 


Yai- 
і-і 


n 
1 


— (а+1—1)(а +i) 


з 1 
2, Gi + 1)(34 -2) 


i-1 
п -2 


i 
2, Qi + DOi - 


i-l 


n 
1 


P iih 45i 6) 


- 1 


гт log, (27 ).log, (277) 


Y sen” (2x) 


i=] 


у cos(Gix) 
i=] 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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A34 x[G 439"? —1] 


434 x -1 


n 
4(n +2) 


n 


2n+1 


n(2n -1)(2n +1) 


3 


n 


а(п +) 


п 
Зп +1 


п(п+1) 


" 2(2п +1) 


n? +3п+3 


" 2(п+ 20 (п +3) 


1 1 1 


(log, 2)? G7 ағ) 


tg? x(1—sen?" (2x)) 


sen(3(n +1)x) + sen(3nx) — sen Зх 


2sen х 
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© 0 


© © © © ө 0 


© 


y tgh(19ix) 

гү senh(l Огх) 

Y е! - (3senacos a)! 
3! 


i=l 


Y сов! 2x 


ігі 


п 
> COS іХ 


i=l 


y i 


^ (¡+D6? +5i+6) 


n 


í=1 
\ 
Y 10 
Сү 24410i —-25i* 


n 


i 
Zu qe 


Rpta. 


Rpta 


e-3 sen(2a) -2 
"+1 
Rpta. Жы. (2х) 
2% senx 
-— iu x) 
Rpta. я 
2 sen(2) 
2 
Rpta. aE A 
2 
2 
Epis. п“ +3n +3 
2(n + 2)(n +3) 
Rpta. nQx+n+3) 
2(n* x * (n х + 2)(х + 2x +1) 
Rpta. 1 + ! Р. 
5п+4 5л-1 4 
Ера. (n—-1)2"! +2 
Rpta. сір? 3x(1— cos?" (3x)) 


cosh 19(1 +1) + cosh19nx – cosh19 -1 


2 senh(19x) 


d(e/3)" -1] _ sen 2a[(sen a.cos a)" —1] 
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Hallar el valor de n para que: 
Y 0s A+) 
ұл i=] 


х, 


Si mE , demostrar que: Ус -х) = уы юэ 


ігі 


nx 
веп(-) Е | 
sen(xg +—х) 


Demostrar que; > COS(xq +(k —1)x) = 
k=1 sni.) 


Demostrar que Y arte. 1 —] = arcig(n(n +1)) 
tn 


k=1 k= 
Demostrar que: y NEM A Cu m LI 
г coslx + (k — =з cos(x + ky) sen y 


21 : PARTICIÓN DE UNINTERVALO CERRAI 


DEFINICION.- Consideremos un intervalo cerrado [a,b] con a « b, una partición 
del intervalo [ab] ев toda colección (бе puntos 


P = (xg, x1, x,1 c [a,b] de tal manera que: 
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OBSERVACION.- 


Q) Toda partición Р de [ab] divide al intervalo [a.b] en subintervalos 
EREN іт |, C 


O A la longitud de cada subintervalo (х, ,.x;] para i = 1,2,....n denotaremos 


Дух = хф —X;_ donde i= 1,2,..n y se cumple ^x -b-a 


i=l 
(3) Cuando las longitudes de cada subintervalo tiene la misma medida, se expresa еп 


la forma Ax= рсе , y en este caso se dice que la partición es regular donde los 
n 


extremos de cada sub-intervalo es: 
Xy =4, Xj =а+Ах, х =а+2Ах„...‚ x; =a+iAx, Viz0,12,..,n 


(4) Al número | P |= тахіх; —x; 4 li -12....,n] le llamaremos norma o diámetro de 
la partición P y que es la mayor de las longitudes A,x. 


Ejemplo.- Dado el intervalo [0,3] y la partición P = TRE 25,55 


Calculando las longitudes A,x , es decir: 


1 1 1 3 
Ах---0ь-- , Азх = == ==> 
4 4 4 4 
1 
AE ЭРЭ Е А,Х-2------ 
2 2 2 
3 
Asx=3-2=1 5 Адх--- Ээж 
2 

ту 2 E ` 

% 2 


М, - 3 
Luego se encuentra que la norma de la partición P es | PE 3 


282 Eduardo Espinoza Ramos 


Ejemplo.- Dado el intervalo [a.b] con a « b, y la partición regular 


8. . 
1, 1:50,1....21 


Р = {хо -а.х,.Хҙ...ГХ, =b} donde x; =а+ 


b—a 
> хо=а, x,-b entonces Ajx-xj —x;j 2 %- 


b-a 
ERA REO ар 
a = Xp х, Х, m Xi e X, =b 


b—a 
n 


y la norma de la partición P es |P} 


 DERECTÁNGULOS- . 


Sea Ё [a,b] —> R, una función continua y positiva (f(x) > 0) en [a,b], sea R la 
región plana limitada por la gráfica de la curva y = f(x), por el eje X y las rectas x — a, 
х = b. 


(llamada región bajo la gráfica f de а hasta b) 


Una aproximación por defecto, se puede hallar el área usando una serie de rectángulo 
inscritos, es decir: 
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Como f es una función continua en [a,b] podemos elegir una colección de puntos 


Hi» Ha .-... Ш, en los n rectángulos de la partición P —(xo.x;,....x,1 tales que: 


f(u;) esel valor minimo de f en |Хо,х | 
f(u5) es el valor mínimo de fen |хі.х: | 
f (13) es el valor minimo de fen [x5,x4] 


f (11, ) es el valor minimo de fen [x, у.х] 


Luego los n rectángulos construidos cuyas bases son los sub-intervalos de la partición 
Р y cuyas alturas son f(y). f(us ),.... f (u,) respectivamente. 


Las áreas de estos rectángulos son: 


J(1,)A,x, fi )^ 5x... f' (n, JA, х, respectivamente aproximamos por defecto el 


valor del área A sumando las área de los n rectángulos inscritos. 


AZA A9. A, = fü JA us f (ps )A,x 
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a la suma que nos dio la aproximación por defecto el valor del área A se denomina 
suma inferior de la función f correspondiente a la partición P del intervalo [a,b], ahora 
calcularemos el área de la región R en forma exacta, mediante un proceso de limite, es 
decir: 


ÁZ 2. f(u;)h;x aproximación por defecto 
j=] 


n 
А = lim ОЁЖ, (u;)A;x, valor exacto 
n-—»06 
iz 


En forma similar se puede aproximar el área por exceso, usando también una serie de 
rectángulos circunscritos. 


Como f es una función continua en [a,b]. podemos elegir una colección de puntos 


Vis V3 ....,V, En los n rectángulos de la partición P —(xg,x,,x5,...,x,j tal que: 


f(v,) es el valor máximo de fen [xo,xi] 
f(v;) es el valor máximo de fen [x,,x;] 


f (v4) es el valor máximo de fen х, 1,х,| 

Luego en los n rectangulos construidos cuyas bases son los sub-intervalos de la 
partición P y cuyas alturas son f'(vi), f (v; )...., f(v,) respectivamente y las áreas de 
estos rectángulos son  f(vji)Aix, f(v; )Aox..... f (v, JA nx respectivamente 


aproximaremos por exceso el valor del área A, sumando las áreas de los rectángulos 
circunscritos. 
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AX A, +4, +..+А,„ 


AS flv Aix * [(у„)Азх+...+ fv, )À,x 


| , aproximación por exceso 


nu 


А= lim x (v,)A;x. valor exacto 
:-1 


a la suma que nos dio la aproximación por exceso el valor del área А se denomina, 


sumas superiores de f correspondiente a la partición Р = (xg,x,,...,x, del intervalo 


[a.b]. 


A la sumas inferiores de f denotaremos por: 


y a las sumas superiores de f denotaremos por: 


Luego L(P,f) < A < U(P,£, por lo tanto para el cálculo de las áreas mediante 
rectángulos inscritos y circunscritos se tiene: 


b-a 
п 


donde Ах = 


y c; =a+ ¡Ax 


Ejemplos de Aplicación.- 
(1) Hallar el área de la región acotada рог у= 2x? , el eje X, y la recta x = 2. 


Solución 
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у= fG) = 2х°, x є [0.2] 


п п п 
además с; =а+їАх 
B 2 
С; = —LLBM 
n n 
Como /(х)=2х” = г = fie 9. 
п п 
п п .2 
Luego A(R)- lim Y f(c; )Ax = lim CARS 
п-> га n0 i-i n^ n 
“18 Ён у 07-16 gua On DOR 
n> pn 11 n>a y 6 
8 1 1. 16 16 > 
=— lim(1-x —)2 +—) = — л А(К) = — 
ES "A > 3 un 4” 


(2) Hallar el área de la región R acotada por la gráfica de у= x + 1 al eje X y las rectas 
х=0,х=3, 


Solución 


y =f(x)=x +1, x e [0.3] 
у= f(x)=x+1 


además с; =a+ ¡Ax 


Cj apo > Cj El 
n 


- 
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PR Ж 


Como f(x) 2x *1 => f(cj)-f(—- 
n 


Luego A(R)= lim NIC )Ах = lim NIRE = lim 76 " -) 
поэ» i1 н эи id noe x n 


5 
= пт ZAD 43] = lin[2 (13 )3]2 7 43- u 2 
15 5 
А(К) = — 
(К) 29 
O Hallar el área de la región R limitada por la gráfica de la curva y=x"+x+3,el eje 


X y las rectas verticales x=-1, x=2, 
Solución 


у= /(х)-х! «x43, x € [-12] 


Como fG)zx *x43.entonces f(cj) -(-14- —) +(—1+—)+3 
n n 


f(c;) 2103 d «Маяа 
п п п 


Mi, iens 
ү п 


x^, ‚ җ-,27.3 
А(К) = lim 3 у(с;)Ах = lim 7 [—i — 
nr 2. nu 2 т 


а” Жұ, n^ (n«1)? _27 п(п+1)02п+1) ыт жезір 
nc nog 4 n? 6 n 2 


288 Eduardo Espinoza Ramos 


223.27 (n+1)? 9 (n«l)2n«l) 
= lim |= 


+ 6n+1)+n 
пэр n 4 2 п | 


= шт 27+ 92-9 п уо ува +0 
4 п 2 п п п 


п ғ 


3 9 3 
-X7 «0p -5 (002-0) 6(10) «1 -37 9.6] 500 „ЭТ 


57 , 
АК) = —u 
(К) 1 


(4) Dado la región R acotada por las curvas 2y- (x-2)! ‚ 2у=(х+ зу" 2y = {х -2)% Y 


2у--(х- 2)? , calcular su área. 


Solución 


Graficaremos la región R. 


2y - (x -2)? En la gráfica se observa que existe simetria con 


respecto a los ejes, y al origen de coordenadas, 
entonces es suficiente encontrar el área de la 


2y =(x +2)? 
x región R, y multiplicarlo por cuatro es decir: 


imu DE 
2у--(жғ2У. жету 


A(R) = AA(R,) =4 lim V f (c; )Ax . donde 


і-і 


-2у2 2. 
у-/(х)-5 5 ч 


. xe[0.2] y ГРЕЕ 2.8.7 además 
n n 


2i 2i 
Ci =а+іАх=0+2 > с -2 
n n 


Лә Эс ae Толы oda 
2 n 2 


n 
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4i? 


i^ 
К. 
п 


fic i t E „э-ге 
2 п m nm 


n п „2 E 
A(R) = 4 lim У f(c; Ax 24 lim Y 2 Gao 
nor г1 ns 2 n^ 


-16 geri ах аа, рен 
п э п 6 n 2 n 


=16 lim ta ++ )-a+L)+1] 
n=» 6 n n n 


L 4 
-181040)9 40 -(040)41] jr бу 
6 $ 163 
(5) Dada la región R acotada рог la recta у = mx, eje X y las rectas x = a, x = b, 


b> a > 0, Hallar su area de К. 
Solución 


Ubiquemos la región R. 


Como f(x) 2 mx, x e [a.b] 


Entonces Ах- 54 


A(R)- lim >> f (c; )Ax, ahora reemplazamos por sus valores correspondientes. 


ігі 


т(Ь-а) pina b-a n(n+1) 
n -— 


] 


nou 


А(К) = lim Y Ima «7 - ay] 2-2 = lim 
n5 iz n n 
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b-a 
2 


mba 


] 


= lim m(b —aY(a + a+) =m(b-a)la + 
n» n 


5 АВ) =0 a?) 


Р If , x<3 
Dada la región R acotada por la curva. /(х)- я 
ЁС-1 ,х2э3 


el eje X y las rectas x = 1, х = 7, calcular su área. 


Solución 


Haremos la gráfica de la curva f(x) 


y =6x-x? біх<3-> y=x? 
Si x>3 > y=6x-x? 


El área de la región acotada lo calcularemos en 
tres partes. 


PA e att Calculamos el área de la región К,. 


А(К,)= lim У f (c;)Ax, donde f(x)=x?. x e [13] 
i=l 


ap tA, S E И 
n n n 
i j 4. 4 
КЕТТЕЛ zy -16-14-28 
n n n n 


Fu Y AEA ди" S 28 «8: 
( Dd. y па" Lg LA ] 


ісі 


„ .2n 8 тп+1) 8 n(n«l)2n-«l), 
= E A 5 
MAA ва ра ае 
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= lim[2 4-4... 0 Ly -24 448. 26 
п-эк " 3 n n 3 3 


AR) - hu 


Calculando el área de laregión К, 


A(R,)= lim У f(c;)Ax , donde f(x)=6x-x?, x e [3.6] 
na isi 


Гс) = 634 3, -(3 «352 ped! , entonces se tiene: 
n n n 


E 9.3 1 Г 251 4-1. 
A(R,) ае TB HE d 2] 


=27 "ЖЕЗ SERE, =27 A уй +2y 
nw п? 6 n—»o 6 n n 
-21-20)-2-2)- 5-і 2. A(R,)=18u? 


Para calcular el área de la región К; se observa que la región se encuentra debajo del 


eje X, en este caso se toma el valor absoluto. 


A(R,) = lim У f(c;)Ax, donde f(x) -6х-х?, х e [6,7] 
nx ігі 


Ажы S el тарма. 
n n 


. А . „2 
Лао) 6(6+2) -(6+2y? Не. а , reemplazando se tiene: 
n n n n? 
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AR lim Уус — A ] 


6 n(n+1) n(n * 1)(2n +1) 


B — m NA Lour] э limp) (1+ ye y] 
iE 7% n 
1 10 10, 
R.) 2300) -(10)2 +0 34—-2— 22 ДР. у= —и? 
Жа) дал цагын +з 3 (£1) v 
26 10 


Como A(R)=A(R, ) + (R5) A(R, A II =30 


` A(R) = 304? 


(7) Calcular el área de la región R limitada por las gráficas de y=e*,x=0,x=1 yel 


eje X. 
Solución 


Graficando la región R, sea f(x)=e*, x e [0.1] 


ped: 
c; = а+1Ах = 0+— = — 
n n 


/(с;) = е" „ entonces el área de la región R es: 


ACR) = lim ЭЭ f(cj)Ax = lim уе Жэ ^ Wi 4403) 


"n 
Calculando la suma Уе! ^ aplicando la regla Telescópica. 
ігі 


Уе") (е1) 1]= ун) – 700) 


i=l 
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Уле" EP T ge z(el'")" —1 


n ln n ln 
тп -] iin -1 
у е í (eei, de donde > e" imr) ees 12) 
zm e i e -1l 


lreemplazando (2) en (1) se tiene: 


lin Ит 
1 
Aly я > = (е-1) lim — = Р 
n» n e - AP 


Sea MELA de donde n —>%. z—>0 
n 


1/” 


е? z 
)= lim —— =(e=1) lim ë. == 
-1 :29g*-] z0 -^ —] 


A(R) = (e- 1) lim i, 5 
"оп e 


-(е-1) ит == (e - Du? ло AR) = (e- Du? 
1-э0е 


Calcular el área de la región R acotada por las gráficas de y — 24x , eje X yx = 0, 
х = 9. 


Solución 


En este caso, por comodidad tenemos como variable independiente a la variable y, es 
decir: x. 


~ 
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y? y? 
f(y) --—— pero la región está limitada entre las curvas /( у=, е(у) = 9 ylas 


rectas у = 5 y-6 


El área del i-esimo rectángulo esta dado рог [g(z;)— f(=;)]Ay, por lo tanto el área de 
la región R esta dado por: 


Ч 6-0 6i 
A(R) = lim Avd Ig(z;)— f :)| donde ay f. y =; <0-НАу = => 
п» 1 H 


Como gí(z;)- /(с;) -9-2-8 se tiene 
n 


9 n(n« 1)(2я +1) | 
п 


6% 9 , . 6 
A(R)= lim > —— i?) = lim —[9п- 
AS УГАЛЫ. 
-їт99-204112-1) =49-3 2-367 
n-o 2 n n 2 


à n 
(9) Calcular el área de la región limitada por la gráfica de f(x) = sen x, en x e[0, 21 қ 


Solución 
Y 
E 
f(x) = sen x com " “л 
—Á 
2n 


ni 
Ге) du; 


"nx zi 
= lim Ул, )Ах = lim PEL га - lim ex 2. sen-- 
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1--cos-—— —cos 22 сов(и +1) 
mE 2n 2n 2n, 
n. 2р л 
2 ѕеп — 
2n 
m л 1. 
14 cos — – СОЅ — — cos(1 + —) — 
1-1-0-0 
Зу. TES AR ЧЕЙ 
no» ES E 2(1) 2 
2n 
25, 
2n 


Calcular el área de la región bajo la curva f(x) = senh x. en [0,1] 


f(x) = senh x 


f(x) = senh x, entonces 


f(c;) -senh() 
n 


Ч 2 (1 
A(R) = li -JAx = lim senh(—).— 
кек 2 fici Min din Ала 


cosh(n +1) J + айй э m -1 1 
n n n 


= lim| i 
ям 2 senh— " 
n 


1 1 
cosh(1 * pau аа | 2coshi - 


2 
= lim = (cosh1 — )и? 


nx l 


senh— 2 
2 n 


2 
n 
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DEFINICION.- Si A-(x/i-0l.. y Р, ={х!/і=01,...пр son dos 
particiones de [a.b] tal que Р, c P, , ósea que cada punto de división 
х, de В es también un punto de Р,  entoncesala partición P, se le Пата un 


refinamiento de la partición P, entonces | P; || < || P, ||. 


Ejemplo.- En el intervalo [1,7] la partición: 
Р, = 11.5.2.2,3.3.5,3.8,4.2,4.7,5.5.5,5.9.6,6.5,71 


es un refinamiento de А = {1,2.3,4.5,6,7} puesto que А c P, además 


PR 1-12, ІР, 1 =0.8 


DEFINICION.- Si f: [a.b] —> К, es una función acotada sobre el intervalo [a,b]. es 
decir, que existen números m y M tales que т< f(x) <М, 


V x є [a.b] entonces dada una partición P = (xg. x,.....x,1 de [a.b]. 


Se define el número т,/ —inf(f(x)/xe[x; 4.x;]. i =12,....n} denominando 
infimo (o mayor cota inferior) de los valores de la función f para el intervalo 


[х;1.х;] y M; f -suplf(x)/x €[x;4,x;]t se denomina el supremo (o menor cota 


superior) de los valores de la función sobre el intervalo [x; ,,x;]. 


І 
| 
І 
! 
| 
1 
1 
1 
1 
i 
i 
1 
Ї 
1 
I 
1 
b 
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Ejemplo.- Dada la función f(x) =х?-1,х є [1,3] y la partición P= 022,53) 


entonces: 


MS) = sup( f (3)! x e[xo,; ]}  suptx? -17x e, 3) =sup[0 21- = 


m (f) = inf(f(x/ x є[х,,х, 1) =ш{х? -1/хє[ 1} -in0.]- 0 
MAS) =sup(x? —1/х єг 2} =sup у л] 7 
3 19 19 
; (f) zinftx? —1 — 2] =inf[—,7] == 
m3 (f) =infíx AS I T 7] 8 


М›(/) =ѕир{х? —1/х є[2, > supl7, 12-17 


7 


m,(f)=inf{x? —1/хє[2, з = in7,—] 


A иш N x. 
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DEFINICION.- Dada la función f acotada sobre [a,b]. entonces existen M;(f) y 
m;(f) para cada i = 1,2.....n tales que т<т,(/)<М;,(/)<М, 
correspondiente a la partición P = {х; /і=01.2,...,п} dg [a,b], se define la suma 


superior de f correspondiente a la partición P del intervalo [a,b] al número. 


722 S MD =х1)= »-Умсоых 


гізі Б; 


y a la suma inferior de f irum ala и! Р de [a.b] al numero. 


uf. Ps Seth naa ns 


iy: 


a ambas sumas se les denomina “Suma de RIEMANN”. 


Ejemplo.- Sea f(x) - 4x, х € [0,3] y А = 9 intervalo. Calcular la suma superior y 
la suma inferior. 


Solución 
a la longitud de cada subintervalo 
1 12 2 4 45 5 7 7 8 8 
3 = 0,- тты! ym == 1,— PS —,2 2,— EA Y 
[0.3] =[ GE 31 E. Мі 31-4 RE 144 imt Цаг 


La función f(x) = 4x es creciente en [0,3] 


Taja «« кв аш «ше ше а жә чим же аш өм жа ши аш «к өше аш ғаш шә нээ же аш 


7-1....-.-...-.-..-.----.- 


Integral Definida 299 


Calculando la suma superior de f en [0.3] 


X; I| 4 5 |2| y 8 3 
313 Я | 3 |" 


8 K 
U(J. P) - MS); x) =) MA 
г-0 


ізі 


-|Ма(/)%М,/)-М.(/)-Ма(/)-М,(/)%5М5(/05М6СУҒМҰУ/)ыМұ СА 


AD Кы ME ai eSI # A. 
3 3 а 3 3 3 3 3 3 3 


Calculando la suma inferior de f en [0,3] 
Xi 1 2 4 5 217 (8 
3 


LSP) - 9 m Yos 2x4) = Ут (Ах. 


і-0 i-0 


-Іт (f) +m C£) + m4 (f£) * mA) m (P) т (Р) ть СГ) + mi ($) m GO]Ax 


=De oe ado 28 n - Ep. 16 
3-4 8 2 3 3 


INTERPRETACION GEOMETRICA.- 


Si f(x) es una función positiva (f(x) 2 0), las sumas de Riemann tienen una 


interpretación muy sencilla consideremos el siguiente gráfico. 
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Sabemos que la suma superior U(f,P)= Ум, (AXi Xia) = y M¡(f)Ax 
i-0 i=] 


nos representa la suma de las áreas de los rectángulos por exceso sobre cada sub- 
intervalo [x; ;,x;] y de altura M; (f) yla suma inferior. 


L(f, P) - Y mi (AW -x)= 9 m (Ma 
i 


representa las áreas de los rectángulos por defecto sobre el sub-intervalo 
(х;1.Х:1 y laaltura m,(f). , 


OBSERVACION.- Cuando la función f es creciente, los valores minimos т,(/) 


se toma el extremo izquierdo x; | ylos valores máximos 
M,(f) se toma en el extremo derecho x; del subintervalo |х; ,,x;]. 
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1° Si Гез una función acotada sobre [a,b] у P —[xq.x,....,x,j es una partición de 


[a.b] entonces se tiene: 


Demostración 


Para los numeros m, m;( f). M;(f) УМ se tiene la desigualdad. 


me<m¡(f)£M¡(f)<M ... (1) 
a la desigualdad (1) multiplicamos рог A;x , es decir: 
må;x 5 m¡(S)A¡x<S M;(f)A;x 5 МА,х 


ahora tomamos la suma para i = 1,2.....n 


Y max < Y» (/)А,х < Y M,(f)A;xS У ма, 
il i=l il i=l 


ту Ax SL(f.P) SU(f. p) S MY Ах 


ігі i=] 
m(b—a)«L(P) SsU(£.P) < M(b—a), donde Y A;x=b-a 
1-1 


29 Sifes una función acotada en [a,b] y А. Р, son dos particiones de [a,b] tal 


que P, es un refinamiento de A (Р, c P) entonces se tiene: 


3° Sea Гез una función acotada en [a,b], Р, P, dos particiones arbitrarias de [a,b] 


entonces se tiene: |44) Pj 
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27 INTEGRAL DEFINIDA.- 


Sea D el conjunto de todas las particiones posibles P del intervalo [a.b]. Si f es una 
función acotada sobre [a,b] entonces existen números m y M tal que: 


m < f(x) < М, V x e [a.b] 
Se sabe que la siguiente desigualdad se cumple 
m(b— a) < ЦЕР) < U(L,P) < M(b — a) 


para toda partición P en D, esto asegura que el conjunto numérico (L(£.P) / P € D} es 
acotado superiormente y el conjunto {U(f,P) / P є D} es acotado inferiormente, luego 
el conjunto 1L(f.P) / PeD} tiene un supremo (la mayor cota inferior) y (U(£,P/Pe р} 
tiene un infimo (minima cota superior) con estos valores supremo e infimo daremos la 


definición siguiente: 


DEFINICION.- Si fes una función acotada en [a,b]. al número sup (L(f.P) / Pe р} 
se llama integral inferior de f en [a,b] y se indica. 


h 
[7 (х)ах -supiL(/.P) P €e D} = integral inferior de f desde a hasta b. 


Al número inferior (U(£.P) / P e Dj se llama integral superior de f en [a.b] y se 


indica. 


pb 
17 (дах г inffU(f, P)/ Pe D} = integral superior de f desde a hasta b. 


O Si f es una función acotada en [a.b]. entonces: 


[rens ron 
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Q) Si fes una función acotada en [a.b] entonces: 


mib —a) € L(f.P) s U(LP) < Mtb —a) 


donde m = inf (f(x)/x e[a.b]] у M= sup (f(x) / x e [a,b]; 


Q Si f es una función acotada en [a,b] existen puntos c,,c, e[a.5] tales que: 


b ® 
Ггоэж- ЖаХь-а) y E dx = f (c X5 - al 


O) Si Fes una función acotada en [a,b] y c e <a,b> entonces: 


[roe f fixi р 1273 


INTEGRAL DE RIEMANN.- 


DEFINICION.- Una función f se dice que es integrable en [a,b]. Si f es una función 
acotada en [a,b] y si [7 бо&х= [ f (x)dx,a este valor comün se 


lellama "La integral definida" (De Riemann) y se denota así: 


por simplicidad se llama integral definida de f sobre [a,b] ó integral definida de f sobre 
[a.b] б integral de f de “a” hasta "b". 


OBSERVACION.- 


(1) El nümero [Гоа se Пата integral definida de f(x) desde “a” hasta "b". 
“ 


(2) El simbolo | es llamado simbolo de integración (éste simbolo fue introducido 
por Lebnitz). 
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La función f(x) se llama integrante. 
“а” se llama el límite superior de integración. 


"b" se llama el límite superior de integración. 


La variable x que aparece en [/ (x)dx . no tiene significado especial es: 


[/ (х)ах = [7 (у)ау = [леа = fr (u)du 


EXISTENCIA DE FUNCIONES INTEGRABLES. 


Se conoce que las funciones decrecientes y crecientes son integrables, ahora veremos 
que las funciones continuas sobre un intervalo cerrado [a,b] son también integrables 
en [a,b]. 


ii) 


iii) 


Si f es una función continua sobre [a,b] entonces f es integrable sobre [a,b]. 


Si f es continua sobre [a,b], entonces para cada e > 0, existe б > 0 tal que: 


para toda partición P con |Р| < 8 y para toda elección de x; e[x; ,. x;] 


Si f es continua en [a,b], entonces: 


donde X; es un punto arbitrario en (х, ,,x;] para toda partición P de [a,b] y 


X tG 


puede elegirse los х, e[x, ,.x;] del modo siguiente х; = -l que es el 


punto medio de [x; 1,х;1. 
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D3j-e-eclcee—————————— e а 


Ejemplo.- Expresar el limite de la suma dada como una integral definida 
А 2 Xi Хү aa ЕФЕС 
lin -----) (x; — x; 1) donde P: partición de [1.9]. 
m 2 ) (x; Xi 1) p [ ] 


Solución 


Como [a,b] = [1.9] se tiene: Ax; 2x; — x; , 


Xi 


== + Y. 
Ahora identificamos f(x) donde x; SE ы punto medio 


XT Tg 2x dedonde f(x)=x' 


Го) =( 
"ek Eo NATO un 
Luego se tiene: 4924 2 (х; 7x) [ x dx 


TEOREMA.- Una función acotada f es integrable en [a,b] si y solo si para 
cada ғ> 0, siempre es posible hallar una partición P tal que 
С(ЕР)- ЦЕР) < =. 


Ejemplo de aplicación. 


Sea f una función acotada en [a,b] y continua en [a,b] excepto еп el punto c є [a,b], 
pruebe que f es integrable en [a,b]. 


Solución 
F es continua en [a,b] excepto en x = c. 


Una función es acotada si està acotada. 


; 


Ё [ab] —c» R с» Ve>0,38>0,3A partición 
de [a.b] tal que U(£A) — L(£A) < = por probar 


para que f se integrable en [a,b]. 


о Lee 
ті------- 


Luego tenemos: 
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Е E 
f es continua en [ac] = ud uni, 3A' partición de [a.c] tal que 


UU N)- I < 7 


f es continua en [cb] > V 22 0. ЗА" partición de [ср] tal que 

UISA") -USA «7 

Sea e > 0, cualquiera, entonces definimos А = AAUA"/U(f,A) - (У.А) <=, puesto 

ше U(f,A)=U(f, A) -UCF. A") y L(f. ^) ЦУ. А) L(f. A") de donde 

U(f.A) - Lf A) - EN) LUN) SUCK AT) У.А") «3575 
ОЕА) — ЦГА) < = 


Ejemplo.- Sean с є [ab] y a є К, definimos Ё [ab] > Е ро 


- 2 b 
1(х)- js T — pruebe que f es integrable y que | f(x)dx = 0 
05 x*c Ja 


Solución 
Aplicando la definición siguiente: 


Una función f acotada sobre [a,b] es integrable sobre [a,b] si 54р(14Гр)) = inf 
(U(£.p)) donde p es una partición de [a,b]. 


Aplicamos esta definición. 


Como f(x) es acotada pues {х)| <a, V x € Df- К 


Sea P-íxg.x,....x,) una partición, [x; 4. x;] 
sub-intervalo 


L(f,p) -У т, (x; —X;-1) 


i=l 
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b-a 


m; = f(x)/ x; <х<х;) = 


i-l 


=0 pues m, -0 
Luego L(f.p) = 0 


U(f. p) - Ў MG; —x:4): M; - sup G)/x, , £x xj 
і-1 


= YM, E. 20304. a 25.98. 
¡=1 


n n n 


US, p) - 24а 
n 
Luego Sup (бр) = 0 
b 0, a<0 
Ahora inffU(f.p))-inff-———-a)-40, a>0 => inf(U(fp)) -0 
H 
0, a=0 


sup (L(u,p) = inf (U(£p); = 0 


y por definición [/ (x)dx = зир{(/,р)}=шШшЇҢ (/,р)}=0 


а) DEFINICION.- Diremos que una función f es integrable en el intervalo [a,b], 
si existe un número L, que cumple la condición que, para 


cada e > 0, existe 820, tal que ГУ fa; )A;x — L Ке, para toda partición Р 
i=l 


del intervalo [a,b], donde [P| < 8, a esta definición lo representaremos por: 
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b) DEFINICION.- Consideremos una función f definida en el intervalo cerrado 
[a.b]. entonces а la integral definida de f de “а” hasta “b”. 


h e. 
Denotaremos por [ f(x)dx y es definida por:| T уой 


si existe el limite 


CALCULO DE LA INTEGRAL DEFINIDA USANDO INTERVALOS DE 


IGUAL LONGFTUD. 


En el cálculo de las integrales definidas, cuando se usan intervalos de igual longitud se 
tiene que: 
b—a b—a 


. X; 74 iAx, de donde x; =а + 
n n 


Ax = i£. 1:01,4,..41 


Luego la integral definida se calcula mediante la expresión. 


Ejemplo.- Mediante la definición de integral definida. Calcular la integral 
4“ 2 
| ёх 3х“ +1)dx 


Solución 


3 5 = 
| (4x) -3x? +Ddx= lim У fo. donde "t€ n -— ET 
1 шиний” | n n n 


LU 36 р 12 


f(x) = Ax? —3х”+ї > f(x;)7 aha Mm Lj gd = %--і--2 
n 


пі ч 4 


ahora reemplazando en la integral. 


3 т 
| (4x? -3x? +1)dx= lim 2 (аза 436; нэн +2)2. 
1 ne {= y? n? n 
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243. 44 
= р? «Лун, 2-7 273! 


іі іі Пн i=l 


64 n°(n+)? 72 DQn«l) 24 
= тү." (n+1) үг эшш )(2п+ A 
n>% y 4 n 6 n 2 n 


= їт|160 х5 +12(1+-(2+-1)+12(1 «Їл 
пух. H n H H 


=16+24+12+4= 56 


Ејетріо.- Mediante la definición de integral definida, calcular la integral 
Р 2 
| (x? +4х & 5)dx 
Solución 


Por definición de la integral definida se tiene: 


4 Ч 4-1 1 
| (х? +4x+5)dx= lim Y^ f(x,JAx, donde ipe tum, Xj ЦРНЕ 2 
1 naa E n n n 


3i i 9 1 
Год = х2 +4х+5 > /(х))-014:5) £41 43.45 ---і? кыр 
п n n H 
ahora reemplazando en la definición de la integral. 
4 Ё 0 
! (x? +4х + 5)dx = lim Eri eina = = бе A ad 4M yu yg 
1 м-ээс 


Le 
шан uen il БЕП 


" 27 n(n *i)2n4l) 4.3 ын 1) +30] 


now р 6 п 


= lim Easg lys RIVE. 
nw 2 n n n 


=> (2)+27+30=9+27+30=66 
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Ejemplo.- Representar el limite de las siguientes sumas como una integral definida. 


(1) lim Y (1? +12) !? Р: partición [0,43] 
n. i=] 


Solución 


n n n 


nu. 


Ө, lim yc? 


авай!” 1 194 n 


Solución 


қ 1 . k 
Si Ar=—, entonces el intervalo se tiene [0,1] 
n 


i 
х=0+— > Хұ--- 
п п 


Jim y o = lim A Y lim > fc o 


114 ns "$us 
п 
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л = Дэр 


l+x 


además f Сэ = 
п 

1+— 

п 


(3) lim ш etg e. HEU) 


п-»0 р} 4n 


Solución 


lim Laret, эвээ lim us 


n»n 4р ns án n 


abe Жат а rope сз аке Ты]. 
n 4n 4 n n 


(4) lim [inia Тунг +25. «inia 7] 


->у 


Solución 


lim -(In(a +=) «1n(g += m +Кща+—)]= 


ne y 


= lim XM )z lim ЭЭ fc i -- иа x)dx 
donde Ax 2 —— =  - ЕЕ” = (х) = In (a + x) 


(S) іт ат теі _ р. participación [2,6] 
nx E 2n? + 4р Aj? 


Solución 
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| 4 4i 
X; =а+1Ах=2+— > x;-24— 
n n 


n 24— 

2n +4 4 

lim o A Xo Eu 

тэх c 2:7 Andi] тэ жш” 

4(2 ge — d 
2 A 
ahora a la expresión Ж = .— pondremos en términos de 2 +— es decir 
2 Tz £4(—) 
: 2 ам 24 Ч 24 405) 
4i n n " n 


Fe o sabes, EA LE ЧА 
4(2-41--4(-)7) 4(244—)4(—)  (24—) +4 
n | п п n 


entonces se tiene: 


Јо) = 


х^ +4 


п 2-4 


2n * 4i : n е 3 
lim = lim ———.— -| ах 
ВЭ IR + 4in+ 4i? ms Adi» n 2x4+4 


к | | — 1" 4 2P „н 
Utilizando integral definida hallar él limite /іт A , P>0. 
haa n 
Solución 
P sd Р Р ар Р 
” : ” 1 
Їт 1+2 tn - lu E. È = limi m! > 7% y 1— 
п 


n n? +1 п» п п 
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= lim У (=—).—- -|х dx= / ^ ba 
lim 2, ) u P+1/0 Р-41 


‚ Je 4s жн 
lim 53 =—— 
Hs n Р-1 
2.7.5. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 
L Encontrar el área exacta de la región indicada. expresar el área como él limite de una 


suma de Riemann con particiones iguales. 


(1) Hallar el área de la región R acotada рог y — x^ «2x «1. el eje X y las rectas х 5-1, 
4 
х= 3. Rpta. e e 
3 
Q Hallar сі área de la región R acotada рог y = 3х“, el eje X y las rectas x 0, x = 1. 
9 s 
Rpta. —u* 
p 5 


(3) Hallar el área de la región К acotada por у = 24x. eje X y las rectas х = 0, х = 4. 


Rpta. E u 


(4) Hallar el área de la región R acotada por y — (x -3) +2, el eje X y las rectas х = 0. 


х = 6. Rpta. 30 y? 


(5) Hallar cl área de la región R acotada рог реу —x „el eje X y las rectas x = -3, 


x=2, Rpta. T 


(6) Hallar сі área de la región R acotada por у= 2x7, el eje X y las rectas x=-1,x= 1. 


Rpta. 1 и? 
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Hallar el área de la región R acotada por y =4=x?, el eje X y las rectas x = 1, х = 2. 
Rpta 2 
‚ти 
ж 


Hallar el área de la región R acotada por у= 2 - |х |, el eje X y las rectas x= -2, х = 2. 
Rpta. 4 и? 
Hallar el área de la región Е acotada рог у = (x+3)7, el eje X y las rectas х= -3, x= 0. 


Rpta. 9 u? 


Hallar el área de la región R acotada por y =x? -2x-1, el се X y las rectas x = 1, 


1342 


x=4, Rpta. 245% – 4и? 


; 4 А 
Hallar el área de la región К acotada por у 23x—3x^ E . el eje X y las rectas 


1 
x=0, хі. Rpta. ғай 


2 
Hallar el área de la región R acotada por 265 Бах el eje X y las rectas х = 0, 
21 
х= 3. Крга. nd 


Hallar el área de la región comprendida por y = "a y=4- 3x? 


3 


16 
Rpta. —u^ 
p qe 


Hallar el área de la región comprendida por y=3x?, у= 1-3” a wee 


Rpta. 57 и? 
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09 


© 


Hallar el área de la región R limitada por у= 2x? +241 , el eje Y, el eje X y la recta 


х=]. Rpta. САД 

Hallar cl área de la región R limitada por у= x—x^.el eje X. 
Rpta. ER 

Hallar el arca de la región R limitada por la curva у= x -x^.0£x£1 ус! eje X. 
Rpta. = и? 


Encontrar el área de la región R limitada рог у =1 £x! +2x^, en el eje Y. el eje X y 


la recta x= I. Rpta. ae 


Hallar el área de la región limitada por las lineas dados por la ecuación 4y = (x A 


dy =(x+4)7, dy =(x-4)”, 4y =-4(4+x)”. Rpta. ue 


Е .. 2 4 
Encontrar el área de la región acotada por la curva у = 6x*x^ =x*. el eje X y las 


rectas x=-l ух = 3. Rpta. 18 8. 
Usando la definición de la integral definida calcular las integrales siguientes: 


4 
f (х2 + 4х +5)ах Rpta. 66 u? 

5 
[ (x^ -ldr Rpta. “з u? 
ü 


ue 16 
[ (x^ + х—6)ах Rpta. гү и? 
() 


316 


& o 9 ® 9 © 


© © © 


e 


2 

[оз «ne 

f (4x? -3x? «ах 
1 

f вх! 13x? -2x- 6)dx 
и 

Ї (2x3 -2x—3)dx 

[ Gx? -nex 

q 

ҮЭ d 

| Ke3 +x" —4x-—2)dx 
I" 

Гв + 2x)dx 

3 3 ? 

IK -1) dx 


2 
[sen x dx 
0 


Aplicando sumas de 


[Ax +2, хє[0,2] 


Р(х) = 9 А 
|х 7 — 4х +10, x e« 2,4] 


Expresar el siguiente limite como una integral definida lim 


Riemann, 


evaluar 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


la 


Rpta. 
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4u? 


56и? 


ы 
би? 


E 
l—cosa и 


4 
integral [| f(x)dx | donde 


4 


3 


ПЕРНЕ e" 
H 


n 


1 
Rpta. | e" dx 
Jo 
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a p : : E e эй” 
(2) Expresar el siguiente límite como una integral definida. lim AA E 


n-300 n e 


1 
Rpta. х” ах 


9 Expresar e! siguiente limite como una integral definida. 


500 500 500 “ ж 


lim --Т--ыг TE m M DON Rpta. | 
0 


( + "cc ¿A 
ae (n+) (n42) (n ny?! (+x) 


tin e ЛЭ” my) 
зэ? , Uh ) ) 1 i*(n^ —i 
(à) Expresar el siguiente limite como una integral definida, lim у А сым. 
now 
і-1 n 


1 
Rpta. f (х2 -x* )dx 
Jo 
ИС i 
(5) Expresar el siguiente limite como una integral definida. lim — 3, Infa + —) 
алы 5 
1 
Rpta. [inta Tx)dx 


n 
(6) Expresar el siguiente limite como una integral definida. lim 2. (n? +k? ы?” 
nu = 1 


Rpta. f at 
Jo.f y? 41 
" sen(—) 
(7) Expresar el siguiente límite como una integral definida. lim Эс E 
node p +1 


! sen x 
0 lx 


Rpta. 
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Expresar el siguiente límite como una integral definida. 


ага) arg) 5 


Buj——-— A ut 
noo l+n 2+n n+n 


1 E dy 


) вра. | =5 


(9) Expresar el siguiente limite como una integral definida Jim im NE gu + - 
i-i n 
Rpta. Го» 4 9)dx 


Expresar el siguiente límite como una integra! definida. 


n n n : ах 
MEG peus Rpta. [ г ус ант 
пә 1+29+2n? 4+4п+2л п“ +2n(n)+2n 0 x* +2х+2 


(0) Expresar el siguiente limite como una integral definida. 


lim( ! 


тын gm ни. [ 
тэ? | 2.1 4n? +22 Үп? +п? о A14 x? 
(2) Expresar el siguiente límite como una integral definida. 


1 
lim Уп+1+уп+2 +...+/2n Rpta. [Aza 


ea n"? 


4 
(13) Aplicando sumas бе Riemann, evaluar la integral 1 Го) dx | donde 


2x +2, x e [0,2] 
ТЕР 
Le 


~ 4x +10, x e« 2,4] 


Consideremos dos funciones f y g integrables en [a,b] y К una constante 
arbitrariamente, entonces: 
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© 


eu Dc 9 9 


© © © © © 


O 


5 
[к /(х)ах= KÍ fax Q fi fo) оик = | годах+ fs dx 
[7 (х)ах = [7 (х)ах + N f(x)dx , donde f es integrable en [a,c].[c,b], [a,b] y a<c< b 
[coa - rex. b>a ©) [1008-0 
h -k 
І /(х)ах = f > f(x—k)dx (invariancia frente a una traslación) 
Si f(x) 2 0, V x e [a,b] entonces fr (x)dx 2 0 


Si f(x) 2 g(x). V x e [a,b], entonces: fr (х)ах > БЕ? 


Si m y M son los valores mínimos y máximos absolutos de f en [a.b] respectivamente 


tal que m< х) < M, Vx є [a,b] entonces: mb-a)« [roads М(8-а) 


Si f es una función continua en el intervalo [a.b], entonces: | ri (x)dx К Ї fœ) | ах 
Si f es una función continua en el intervalo [0.a], entonces: [7 (х)ах = [7 (а – x)dx 
Si fes una función par y continua en [-a,a], entonces: F Годах- 2Г/ (x)dx 

Si fes una función impar y continua en [-a.a]. entonces: f. Годах = 0 

Si f cs una función par y continua. entonces: [5 f (cos x)dx = - 1 (cos x)dx 


ы T : л л (7 
Si f es una función continua, entonces: IE f (sen x)dx = zf f (sen x)dx 
) 2 J0 
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Si f es integrable en [a,b], entonces para cualquier c + 0 se tiene que: 
l re Ке, 
а) П (х)ах = ET F (ax b) f /(х)ах = f f (cx)dx 
а С “ас с а ate 
Si f es una función continua en un intervalo I, entonces, para cada 1 e I. 
) . 
а) f f(x)dx = [лов b) f f(x)dx =2[ (оф . Si fes par. 


Sea f una función impar (par) continua sobre [-a,a], si se define la función 


р(х) = [7 (dt para x є [-a.a]. entonces р es una función par (impar). 
) 
) 
Si f es continua en I, entonces para c e I: | f (xx = [7 (—x)dx 
Demostración 


Por demostrar КС ГОх)ах = [года 


Sea Р-іху.Х.....х, una partición del intervalo [a.b]. 
La suma de Riemann de la función k f(x) asociado a esta partición es: 
50р. f) - У k fa JA х =кУ flax, 

iz] i=] 


de modo que podemos expresar en la forma: 


ЇЕ (байс тээ k (орх = him f (a, Ax 


h ? 1 
Por demostrar [ (fix) + eode = [food + [ gody. 
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Sea Р = {Xp XXn} una particion del intervalo [a.b] la suma de Riemann de la 


función f(x) + р(х) asociada a esta partición es: 


50р. MM =D [fto + gto JA x = У f(0,JA,x gto Mx 
i б 1 
de modo que podemos expresar сп la forma: 


IK го) t во = lim 51 f (2) + бо Ал 


ІР 


м " 7 b 
= [у : t 1 E ME С y 
az / (o; )A,x + ingia JA;x [ / дах + | genes 


h t һ 
(3) Рог demostrar [ года | /(х)ах + І Ғодах donde a<c<b 


Supongamos que f(x) es integrable en [a.b]. entonces si с> 0, existe una partición 


Р = {а = Xas Xq... x, = Б} de [a,b] tal que U(t.P) — ЦСР) < € 


Sea  P'-ixyx,...x,t Una partición del intervalo [a.c] y P"=(x;w..,x,) Una 
partición del intervalo [cb] entonces ¿L(f.,P)=LkKf,P)+LKf,P"Y y 
U(/.P) SU(f.P') *U(f. P") entonces: 


[Ut / .P') xUCF.P")] -[LLGCC.P) - LCfF.P^)) 2U(.P) - Lf.P) «€ como cada 
termino del paréntesis no es negativo. cada uno es menor que e, esto muestra que f es 
integrable en [a.c] y [c.b] y se tiene que: 


7 руз | oax SUCI P") 


L(f .P")& [ қ dx €U(f. P") por lo tanto: 


© © 


O 


Eduardo Espinoza Ramos 
t h 
EB aT [ fix)dx + | Ғодах €U(/.P) loque demuestra que: 
h Р Л 
| f (xx = | / (х)ах + [гоо 


La demostración [! codi = -[ roads. b>a es inmediato aplicando 


h 
[ f (x)dx = (сир ~ а) donde а<с<Һ 
La demostración ің f (x)dx =0 ejercicio es inmediato. 


T 
Por demostrar que Pri хуйх = f : f(x — K)dx 
du а- 


Sea z=x-—k donde dx = dz, además 


Para х=а+ К; z=a+k-—k=a y x=b+k; 7=b+k-k=b 
-k | h н | 
Г гав = [rinde - f гоо & [ поб = | f(x – k)dx 
«4-8 a “ “ а- Ё 
Га demosuación de Ik f(x)dx 20, Vx e[a.b], f(x) 2 0 dejamos como ejercicio. 


Por demostrar que [! (хҙах > | ксаас donde f(x) > р(х), x e [a,b] para esto 
aplicamos la propiedad de linealidad y la propiedad (7). 


Como f(x) y р(х) son integrables, entonces la función h(x) = Ñx) — g(x) сз 
integrable y como por hipótesis se tiene que h(x) = f(x) — рх) > 0, V x e [a.b] 


entonces 


h h h . h 
0 < І hix)dx = f (Го) - (хуйх = [ /(х)ах — [ «(хуйх 


h ) h h 
es decir | Годах- [goar 20. de donde Г f Godx > [ g(x)dx 


4 
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(9 


Por demostrar que m(b-a)< f f xYdx < M(b—a) como f es continua en [a,b], 


entonces f(x) es integrable en [a,b] y como m y M son los valores minimo y máximo 
absoluta de f(x) es decir m < f(x) < M, V x e [a.b]. Aplicando la propiedad (8) se 


tiene: 


h » h b h 
| тас f'ras] Мах > тх усам x [^ 


т(Б-а)< à f G0dx € M(b — a) 


b 
Por demostrar que: | 2291 f(x)|dx como f(x) es continua en [a.b] 


entonces | (х) | también es continua en [a,b] y por lo tanto es integrable, 
además рог la propiedad, V u є R, 44 su < Jul] de modo que: V x є [a,b] se tiene 


- | х) € f(x) < х) por la propiedad (8) se tiene: 
h h 
- [лота [rondes ғала 
y aplicando la propiedad: |a| <b <> -b xac b se tiene: [ооа Р(х) | 4х 
Por demostrar que [ f (x)dx = f / (a — x)dx 
0 9 


и 
En la integral [ fía —x)dx,hacemos z=a—x, donde x - 0, z=a y раа x- a, 
0 


2-0, además dx= - dz 
a 9 ü " 
[ fla — х)айх = І 1(:1-4:1- -| (2) = | fM: 


por la propiedad (4) por lo tanto: E f (a — х)ах = [^ (2d: = [ / (х)ах 
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Por demostrar que: Г /(х)ах = 2| / (х)ах. aplicando la propiedad (3): 
и 0 
а ) 
[ /[(х)ах = [ f(x)dx + Ї года -- (1) 


0 
еп la intcgral [ f(x)dx reemplazando х = -y entontes para х--а, у=а у х = 0, 


у=0, dx = -dy 

ü (1) 1) “ 
| гоа [renean | лета = Гид» 

а Ја a Jo 

= [/ (x)dx , por que fes par mE 
al reemplazar (2) en (1) se tiene: Г одах = [f (x)dx * [л (х)ах = 2 Ж / (х)ах 
а Jo 0 Jo 
D D годах = 2Г/ (дах 
а Ü 


NOTA.- Las demás propiedades su demostración dejamos como ejercicio. 


OBSERVACION.- Si se tiene una función f continua cn el intervalo [a.b] y 
además Қа) = ҚЫ), entonces para cualquier número z entre 
Қа) y ҚЫ) existe un número c entre a y b de tal manera que f(c) = 2. 


? 
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Consideremos una función f continua en [a,b]. Entonces existe un número c € [a.b] tal 
que. 


Demostración 


Сото f es continua en [a.b] => Зо. В en [a.b] tal que fía) = m y 3) = M son los 
valores minimos y máximos absolutos respectivamente de f en [a,b]. 


Luego m < f(x) < M, V x є [a.b]. Entonces. 


mh-a)< E (х)4х< M(b—a) (por la propiedad 9). 


«M.dedonde ((а)<:“--< f(fi) 


ЇЇ [ДР одак 
Por lo tanto: Hate lvl. 
b-a Б-а 


Ahora mediante la observación, existe c е [a,b] tal que : 


(Derivadas de Integrales) 


Sca f una función continua en el intervalo [a.b]. Entonces la función F definida por: 


F(x)- Ї f(t)dx, a €x <b es derivable en [a.b] y 


D, f (x) =D, [уой f(x). V x є [a.b] 


Demostración 
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Como Е(х) = Ї (01 es una función definida en [a.b]. Entonces: 


лей 


Е & fdt- | f (0at 
(үе = lim Fox h- Fo) = [rea - [roe 
вэб Л h60 h 


х х-ї 
[rei л f (dt — [rta [rta 
= ДЫ Ж ы... Жаға 
h->0 h h-0 


(por la propiedad 3) 


Por el teorema del valor medio para integrales ве tiene. para cada nümero 


vd 
no nulo x + h e [a,b] existe a є [x. x + | tal que [ra Mt -hf(a) de donde. 


nh 


[л find: [rea 
fíe)= . luego F'(x) = lim ————— = lim f (a) = f (x) 
h>) Л h-0 
Е) = f(x) 


Ejemplo.- Calcular F'(x) siendo F=f e Int dt 
) 
Solución 
FG) еа => РОд-е"їлх 
) 


dt 


Ejemplo.- Calcular F'(x) siendo Ғ(х)- at ИЕ 
|  arcsent 


Solución 


Para calcular F'(x) en este ejemplo se debe aplicar la regla de la cadena en el primer 


teorema fundamental del cálculo, es decir: 


g(x) 
Е(х)- li га) = H(g(x)) derivando mediante la regla de la cadena se tiene: 
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| 
FU) = НЧа(хУ (х) = /((х)).8"(х) donde /(/)------ y g(x)-senx 
| - arcsent 
F'ix)= /(и(х)) (x)= f(sen х) 456 х)'= EE. 
I + arcsen(senx) 


COS x 


Ех) = 


1+ х 
Ejemplo.- Calcular F'(x) siendo ко) = | Em 
0 


Solución 


Aplicando cl criterio del ejemplo anterior: 


л) -Г Vi +e'dt => Ех) 2x? да Gy л К(х)=2х\{х? re" 


(1) Si fes continua en R ур es diferenciable en R, entonces: 


с) 
Dif f (0dt]7 /(в(хЭв (х), хє К 


En efecto: Sea u= р(х) y aplicamos la regla de la cadena 


du 
dx 


ко) d pa а om. 
DA 12:185:1 fair] - 1], газап 
- f( ne = f(igGog'(x) 


Q Con la hipótesis de (1) y con la suposición que h e diferenciable en R, entonces: 


e(x) 
ZUM (а= f(gix).g' (x) - қу (x) 
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En efecio: Aplicando la propiedad (3) de la integral definida 


hi 
“ 


2(x) а gi v) g(*) ө 
| Гауй) -| / (уа! +f findi =Í findi -Í / (1)dt . derivando 
да) та) “ 


20) ett) Мэ) 
D П f (Ddt] = Dif findi} - paf f di]. por la parle (1) 
) u “ 


| dia 


= (Ы Go — САС) А (o 


O) Si Fes continua en R, g diferenciable en R y g' continua en R. entonces: 
1 alx) 
[Года = f" fundu. x eR 
ч g(«) 
e(v) 
Enefccto: Sea нох) = | f (u)du entonces На) = 0 y 
к(а) 
Пху = бебу") > f eoged = | нда = Hix) — На) 


* vla} 
de donde IG) - | FG mars | ШІП 
“ gta 


SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO.- 


Consideremos una función f continua en [a.b] y sea F una función tal que: 


h h 
F'(x)2 f(x) Vx є [a.b] entonces: [ f (dx = F(x) / = F(h) - Еа) 
Demostración 


Como F'()-2/(O). Vx e[ab] entonces por el primer teorema fundamental del 


calculo se tienc: F(x) = | (да *c «LU 
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Si х= a entonces Ғ(а)- Proa +c=0+c => с= На) esto es aplicando la 
propiedad (5) de la integral definida que reemplazando en (1) se tiene: 


Fix) = даж Ft) _ (2) 


Si х= b, reemplazamos en (2) obteniendo: 


ЕБ) = Г/ (1)dt + Еа) de donde se tiene: f7 (а= F(h) - F(a} 
como la variable de integración 1 es independiente se concluye: 
h 
[ fG0dx = Ftb) - Fla) 
OBSERVACION.- 


b 
(7) Еп la evaluación de las integrales definidas la notación F(x) E indica 


F(b) — F(a) es decir: [гоа = [Fo = Foo. = (Р) - F(a) 


Q La formula Поэк- F(b) — F(a) se conoce con el nombre de "Formula dc 


NEWTON -— LEIBNITZ”. debido a que estos dos ilustres matemáticos 
independieniemente establecieron la relación entre los сопсеріов de la derivada y 
la integral. 


Q La diferencia F(b) — F(a) no depende de la elección de la antiderivada F, puesto 
que todas las antiderivadas se diferencian en una constante, la que se desaparece 
al efectuar la diferencia, por lo que no es necesario considerar la constante al 
hallar la antiderivada. 


Ejemplo.- Calcular la integral Ї ЕС: 
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Solución 
қ санж x-3 si x23 
Aplicando definición de valor absoluto: |x—-3|- 4, 
3-x si х<3 


Luego se tiene: [-2,5] = [-2,3] U [3,5] 


[316 үх-зүйс»  х-зїйх JE 


3^. ЭТТ, ? 9 25 9 
ый! C o -(9--)-(-6-2 жаа) РЫН. 
Gr ¡Po JA E - 9767 -9)] 


pags: 74 7 29 5 5 29 
+ -114 2 a3 =E 


[ 285. CAMBIO DE VARIABLE EN UNA INTEGRAL DEFINIDA.- | 


E! calculo en la integral definida se puede simplificar mediante un cambio de variable, 
este criterio indicaremos en el siguiente teorema. 


TEOREMA.-  Sifes continua en el intervalo [a,b] y si se reemplaza la variable de 
la integral х = р(1) donde р: [<В] —> [a.b] tiene derivada 


continua en (а, |, con р(а) =а y g(p) = b. entonces: 
2- Bi 
frma] Seg (ап 


Demostración 


Aplicando el primer y segundo teorema del calculo 


Sea F w=f Ғодах ешопсев F(y)=/G0), V y є [ab] por la regla de la 


cadena o derivada de la función compuesta. 


ІҒеӨЛ- F'(gitr).g'()- f(g(t).g'(t) por lo tanto F(g(t)) es la antiderivada de 


/ (gue 0) entonces por el segundo teorema del calculo se tiene: 
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p B 
Г.гевлеоа- | теа) = Fi» /. 
= нар) Аво) = Ftb) - Fia) = [Г f(x)dx 
B 
л 19: (х)4х = [| f(g»' (at 


9 Mx -2 dx 
334 ТЕ -2y 


"Solución 


Ejemplo.- Calcular la integral 


Sea 2 -х-2 de donde dx=32*dz,además para х-3:7-1 ураг x 229, 2-3 


4 Mix -2y "- Ї 213274: =з[` 274: 


43 ЕРЕ |! 3«z! 1342? 


AE AP IE, 
-3| (z bog Ды 3: + pare], 


3-3 
л 
2 


-(2 -9: + 93 arcig 7) f -9/5(7) «8-9/8(7) =8+ 


OBSERVACION.- En la practica no es necesario tomar la función g(t) en forma 
explicita, puesto que ya esta habilitado a cambiar de variable en 
la integral indefinida, solamente se debe agregar para cambiar los limites de 
integración solamente se debe reemplazar la variable original! x por los limites de 
integración correspondiente, obteniéndose los nuevos limites de integración. 


2 
Ejemplo.- Calcular la integra! definida | — С — 
Л (1+x%) 


Solución 
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Sea z=1+x? => dz-2xdx, ademas para х = 1; 2=2 ypara x22: 2= 5 


f хі _1P ¿de Г(26гж әй ld, laa 
ex? 24 (ду 222 22 2/3 787 2 ED 


Axdx 
Мх -1 


Solución 


Ejemplo.- Calcular la integral f 


Cuando se hace un cambio de variable o una sustitución. adecuada también es 
recomendable cambiar los limites de integración para facilitar los cálculos. 


Ahora hacemos el cálculo de la integral, sea x 2z? = dx-2zdz cambiando los 
limites de integración рага: x = 4, se tiene z=2; y parax = 9, se tiene z= 3 


9 [хах 3 2 3 1 z? 3 
= та:-2 2 —— Wiz =Д[—-+>> НЬ 
| [zs dz fe Had = зі if. 


а lx -1 


-2(243«m2)-6 «2«880]s7521n2 


Sea f una función continua sobre el intervalo [a,b], c e [a,b] ahora calcularemos el 


limite siguiente: 


para esto, definimos la función: 
G(x) = [200 , para cada x e [a,b], donde С(0) = 0, С(х)- f(x). G'(c) = f(c) 


Luego el valor de E lo expresamos como: 
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Ee lim Gte - Gtc)] y como E resulta diferenciable por el primer teorema 
+0 р 


fundamental entonces: E = lim 
h rit 


=б'(с)= f(c) 


G(c-- л) - G(c) 
h 


por lo tanto: 


ч » , Ч | I 3 h dt 
Ejemplo.- Calcular el limite lim -f 
ho fj J4 EST 


Solución 
Sea /(1)= entonces aplicando el caso especial 
(1417) 
1455 qu 1 1 
lim — | = --./(4)- == 
һэ0 44 Ту 1+16 17 


(1) Hallar f(x) sabiendo que f es continua Vx eR y [7 (dt =x +x +3? 
Solución 
Derivando ambos miembros de la ecuación dada se tiene: 
2x (х2 -1) 2 6x? +4x +6x, simplificando tenemos 
ғо? -і)-2х4 «2x? +3 =3(х? Тү “(хі —1)+& 
л Го) = Зх? +8х+8 


b 
(2) Hallar la derivada dela función y =Í 13401 ub рагах = ] 
]I4f4f^ 


22) 
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Solución 


E dy ! : 
Nos piden calcular rm. 4 primeramente calculamos su derivada con 
xyi xil 


respecto a x. 


«у= - p, [ Lei ao di = Ia , ahora evaluamos en х = 1. 
dx 0 1-1-17 l+x+x? 
dy 1-І-! 1 1 
y'(1) == = == > у(х)-- 
Е - Ж 1-1-1 3 1 3 


de, > 


Hallar la derivada respecto a x de la función “y” dada en forma implicita. 
1 1 

[ е [cost dr=0 

0 0 


Solución 


Y ^ 
Derivando con respecto a x, a la ecuación [ e'dt= [cos tdt =0 
0 0 


y dy dy COS X 
e" —+cosr=0 entonces ---- 

dx dx e" 

: ue Г dt 
Hallar F'(x) siendo: FG» [t — —s MN 
2 Je 1417 450071 
Solución 
dt 
ж. fel — H— 29 fun [o3 — 
8 l+? sen? t 1-17 +sen” ( 


Luego F(x) -[ ( сш 


Шуе [0 
2 Ж 1+7 5607 г Е 


di 


Como F(x)= Ї (ууу => Ех) = Дк) = | — ——— 
к 1-1: «sen? 1 


а dt 
к= | c ЯГ ERE ұқ 
І-ІІ” 45007 1 
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3 
Hallar F'(x) si Fo) - f “5—: 
5 f^ +9вепг+15 


Solución 
й 3 di x di ' 
POSI aria 6 т n. Чеш 
Vt? +9senz+15 H 1 +95епі +15 
| Зх? 
F'(x) = 
x +9ѕепх +15 
Pul a a ши... 
Ja arcsenf 
Solución 
ent 1 & 
Fi) -| а 2 Pis COS X _ Cos х 
а  arcsent arcsen(sen x) x 


5 х? 
Hallar la derivada Df Leif dis f ЯЛЫ?! 
x 1 


Solución 


Daf etas f" 414454) -р,- хан f Мао 
а ата? 


Si F х) =f,41+y*dy, hallar F'(x) 


Solución 


x? 0 ИЗ. ттт ча 
ғо) = [4 Voy dy- [ну [ 4h y) dy 


^L Le 


335 


COS X 


3 


6 


Eduardo Espinoza Ramos 


Е(х) = -( 41 + y dy | 4| 1+ y! dy. derivando tenemos: 
0 ) 
Fx) = -3x? 4 1+х? + 2х5 T 
1 +1 X 
Calcular lim -if sent dt — [ sen! dr] 
h0] A 1 


l ` 
fsenrar- [sena dr 
lim — Т - t[senrdi- [sensa | lim - = D, [sentar =Sen д 
$ 


h»05g йэ? h 


1 41 Y 
lim -if sen t dt - [зеп tdt] =sen х 
h-»0 Àj. A 1 


" : 1 Y 2 ith 3 
Calcular lim [| sen и { cos” t dt — x] 
ЕСІН 4 1 
Solución 


x*h 2 a Ж 
lim 4f sen? 1 dt – -| cos tdt—-x]- 


= lim — ч, sen” rata f cos” САЙ a cos? tdt —x] 


h> h 


-т (sen? 1+cos? ()01- f “cos? t dt — x] 
h->0 h 


= lim q cos? tdt —x] = limra f “cos? t dt —x] 
h0 д Jo h-»0 fl 


] (e 
— lim — cos? t dt = cos* Xx 
h—0 f; dx 
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(1) Hallar 2)я [ftr = хая) 
0 
Solución 

| саа ES x*( 1+х) derivando con respecto a x 

/(х)=2х+3х” => f(2)=4+12=16 5 12)-16 

„ (/00 » 2 
(12) Si Ї t'd'-x (1-х). Hallar 2) 

t 
f(x) 2 ? 5 
Ї tdt 2x (1+ х) derivando con respecto a x. 


/?*(х)/'(х) = 2х +3х° integrando 


P E с 
3 


car = JU - жа? +x?), evaluandoen х=2 


703-44-85) - M36 > /(93-3/36 


(3) Si Í(t) es una función continua en [a,b] y g(x) es una función diferenciable con valores 


d rgo) d 
еп [a,b]. Demostrar que: — f f (t)dt = f(g(x) — (gx) 
dx da dx 


Solución 


g(x) 
Sea F(u)- ji (бй entonces Е(е(х))= f 11077 


g(x) 
Luego derivando | а= F(g(x)) con respecto a х 


n 


4 Т” raya - куус en Le) (1) 
аха ` ^ dx ары TA EN ha E 
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como F(u) = Гуда > Еи) = ftu) 
F'(g(x)) = f(gG)) donde о = р(х) ... (2) 
: d (20 d 
ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 21 f(Ðdt = f(e(x))— (e(x)) 
dx Ja dx 


1 
Calcular la integral f (Ох? + 4х +1)ах 


Solución 


Aplicando el segundo teorema fundamental del calculo. 


i 3 1 
[ (2x3 йке - (59 ШЕ -ә/ aa 
o 3 ө 3 3 


(15) Calcular la integral | xx? —ldx 


Solución 


3 7 И 2 
| x^ xx? -1а-4| (х? ку зза? uan f 


1 


2 272 
=2 (84199? -2 =2(27 + 24/2 
^ad 9 до! + ) 


Calcular la integral | e 


0x^.4x45 


1 ^ 1 d 
[ Ef — arga 2) / = агсір 3 — arctg 2 
Ох” +йх+5 #%(х+2) +1 ° 


Ё н z;2 sen x cos x dx 
Calcular la integral ЗЭ ГҮ Л EA 
D qg^cos x+b* sen” x 
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2 2 2 2 Р 3 
Sea --a^cos х-0 sen” x, diferenciando tenemos: 
2 2 гё 4 
а--(-2а” sen x cosx + 2b^ sen х cos x)dx = 2(b^ —a^ )senxcos х dx 


ahora a la integral dada escribiremos así: 


ni ? 
Г sen x cos x dx ] ж 2(b^ —a” )senxcos x dx 
ысын тақты ұзат жы н WP ЗЕ Y cC e 
о arcos” x+b"sen"x 2(b^—a^)?? а” соя” х-07 ѕсп x 


/2 
1 1.2 йй 2 
lin |” Си" + buen" х| 
0 


2(b^ —a”) 
МШЕ ШЕ Р Е rm 5—5 In^) 
2(b* —a”) ¡O 1+ a 
Calcular la integral m 2-3 dx 
Solución 


En esta integra! hacemos una sustitución y también cambiaremos los límites para 
facilitar los cálculos. (Por sustitución trigonométrica). 


le =x Ө =arctg x 
Sea => 3 
x=1g0 ах = ес? 040 


ТРЕ 


1 cosecO = 


además tg 0 — x, para 
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(im Je? ” -Г 
г 8 


3 ma 
соѕесӨ.ѕес? 0 40 = f (cos ecO + tg 0. sec 0)dO 
л/4 44/4 


л13 2 1 
-[In|cosecó —c ig 8 | sec 0] / z(In| ———|-42) 
rá 43 Ja 


-(In|42 - 1142) «2 - 42 105/6 — 3) 


m 
[sen dx 
0 


Solución 
| [и 2x du = dx 
Haciendo => 
dv = sen x dx V=-—COS Х 


т л л л 
[xsenx dx –хсовх /; + [cosx de ш-хсовх/, +senx f, 
--(-л-0)ғ(0-0)-л 
= 4 24 
Calcular la integral [ [x^ +x—6|dx 
-4 


Solución 


En el cálculo de integrales con un valor absoluto se debe determinar el signo de la 
expresión dentro de las barras, mediante el criterio del punto critico. (en caso que el 
integrando tenga más de un valor absoluto se define los valores absolutos) es decir: 
+ - + 
3 
х +х—-б=(х+3)(х—32) | | 
3 2 

Lucgo el criterio sobre el cual se realiza la integración se expresa en dos o mas 
subintervalos, es decir: — [-4.4] = [-4.-3] u [-3.2] u [2.4] 


3 2 4 
f ix +х-616= f Ix? +x—6ldx+ f |х? +x-61dx+ f [+ Gli 
-4 4 -3 3 
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3 2 
-| (x? «x-edx- Í (x? х бта Го +х-буйх 
4 -3 2 
3 2 3 3 2 2 3 2 4 
r Ж "E 3 Ж” - 
-(------ -(L——4-—-6 L— pL —Ó6 
5%? JE C JE с- JA 
-Ц-944448)-(-2484241-12-2-12)-1-9-2418) 


«(8-24 142-12 


8 9 64 8 
[(942)-CC7-*32)]-[6.—10)- (9: 7)] [C7 16) - 7-10) 


-(8.2-23)-(3-32-149)-62-0) =т= 
2 2 
G) Calcular la integral INE | rH 41 
Solución 


De acuerdo al comentario del problema (20) determinaremos el signo de la expresión 
х +1 


6 mediante el criterio de los puntos críticos 
x 


* | - * 


Luego [-2,4] = [-2.-1] u [-1.4] 


х+1 E x4l 
dx 154457" 
INE ==, =[ 17 Р АР. 
-1 
--[ 7 08, 
-2 xt 


--(x-51n|x «6p / „+(х—51а}х «6D /. 


-6 -1 


-1 4 
-| хэл ах | a iy 
-2x+6 -1x46 


“ 8 
ds Ta 9 on 
6 К 22 
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= (1 — 5185) — (-2 — 51n4)] + [(4— 51п10) — (-1 — 5In5)] 
4 5 5 
--[1451n2]« 5451n2- -4-51nC- 
41- ne d nt) 
2 
Calcular la integral [ "D 


Solución 


- 


Sea 2= 2х => di- además para x 2-1; z=-2 ; x-2;z-4 


2 m 4 TH dA 
[,12x02x-7 [ 0:14-- 


д 2 |]d= + fu zz + [п z []dz + 1 [ 21 с» fo -|И + Ї 54123) 


-1|,-244| 44 fos (ёс [еч л 


= Кз. раль? 
2 2 


3 
Calcular la integral | C х|]+[х + 2 Ша 


Solución 
-1<х<0 Шын 
x € [-1,0> > 1 1°] => 1 
-25х%:<3 Ix «1-0 
0«х«1 1|Х11-0 
хє [0,1> => +] I =» 


3 1 
-5<Х%-<- х+—1]=1 
75005 3 [| 71 
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1<x<2 [Ix|]]21 


1,2» > 
ved = itk c mr Ej» 
2 2 2 | 2 
е [| x1] =2 
хє [2,3> = 45 17 = 1 
|55х+5<5 [Ix + —]] =3 
2 Ж. 2 


3 1 2 3 
f ЛЫГ ға = [ноа оа (хэс [0 3): 


1 2 3 
= Гв Га [зах+ [Sax 
= (0+ 1)+ (1—0) + (6—3) + (15—10) =—1+1+3+5=8 


lox -44 5 7 8. 
Calcular la integral [ M uds 
E cos” x 


Solución 
Cuando la integración se realiza sobre un intervalo de la forma [-a.2] se debe ver si la 


función es par o impar es decir: 


ИРЕ з. ЭГ” ЭР” 
foy. P 3E De -4 — fes S ЗЕ ы-і = f(x) 


COS" X cos? X 


Luego como f(—) = —f(x) la función es impar entonces por la propiedad (13) se tiene: 


f x! -3x? +71 -X аў 


2 
I COS" X 


2/3 tg x dx 


7/6 gx +.fe tg X 


Solución 


Calcular la integral 
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л 
л Ы ыг 2. 4 
Sea = = 2 -x => бх--42 para , reemplazando se tiene: 
л 
3 


dx /3 ү 85-94 г3 
ES m - =, Пел cam | Г маа -Г, E .(е-х) 
"6. gx +/C1gx =:6 түзеу TE в fig ze Mctgz er 


13 tex d tex 4 
а Г gxdx —— 3 afcigx dx _ gx dx 


& (1 
ni6 gx eeigx +afe px wn Е 


=з Jigx dx 
Sumando ambos miembros de la ecuación (1) la integral y P 


1/6 Мех etg x 


r3 tg x dx 213 tgx dx сїрх dx 
Tere deux los fece deux loe fore fre 
2/6 рх -ctgx 16 Atg x +4fc tgx (6 рх +c tgx 


Шүр. 12-25 -[& ЧТР ЭР 
я/6 рх +.]с1рх 3 6 6 


es decir: 


E tgx dx 5 Y 


216 fte x +./ctgx (12 


sen x 
Calcular la integral [ "e e 


e senx 
te 


Solución 


Sea z= == x => dx=-—dz, рага , reemplazando se tiene: 
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Sen л sent; - 4, cos 2 
E “а ғ е а- -f° е dz ad 
D ge 4-8 ami лі? sen) cos( ~-z) 0 Р ТЭ” иі : 
ет þe 2 
(m2 созу j xil cosx Jy 
| e dx € dx 
Luego 56 tiene | o Т -| — — — ——, ahora sumando a ambos 
O "ы 4469 х o ga мр 
ni2 ge * dx 
miembros de la ecuación la integral [ es decir: 
0 е? кше?” 


cos X 


T e * dx Є T d Ге 
[ ( 


0 sen л 


e - ) sen х COS х 


e + 


л 
(2? Calcular la integral [ SN m 
9 14-008” x 


Solución 


Aplicando la propiedad [7 (х)ах = [/ (a - x)dx 


*xsenx dx (т (n—x)sen(z — x) л (zt —x)sen x 
[== ———————— dx = | ———————— dx 


9 2 2 
› l2cos х 9 1408 (z- x) 9 1408 x 


Г xsenx dx _ Г senx dx (En dx 
( 


2 


. transponiendo términos 
› l4cos* x 


? 
0 1-С08 x 0 1-С08 x 


n 
2[ MIA = —л arctg(cos x) / = –л(агсіе(—1) – arctg(1)) = eE - Z) ==. 
0 ]--COS" х 0 4 4 
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2 
Р [e ах m^ 


2) 
Ul+cosóx 4 


лі? 
Si [Geo P7 Gneosxdx-9 y Ғ“0)-7. Hallar TES 


Solución 


2 


fi (f (х) + f" (x))cos x dx = [Foocosxáx+ [Fasa e ETÀ 


xi? 
Calculando la integral [/ '(x) cos x dx por partes: 


fu = f'(x) E fdu = f" (хуйх 
leo usa dx |vssenx 


л/2 л/2 
ЇГ (x) cos x dx = sen x f" бүл “ГР /сдзаахах 0) 


ahora calculamos 1а integral ЇГ f''(x)cosxdx por partes: 


f = С05 х Јаи =-—sen x dx 
=» 
dv = Г"(х)ах lv=f"(0 


"FU (x) eas x dx = cos x f" 7 од nxd 
f x) cos x dx = cos x (х) f, f sen x dx 


[focos x de - - (0) + [f свет x dx ... (3) 
reemplazando (2) y (3) en (1) se tiene: 


^ л 37 5223 _ LL ziz 55 
f D [/ (x)sen x dx — f o+ [ f (x) sen x dx -9 


T Ж 
“-)-7- л f'(—)216 
Г) 7=9 PC) 
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Calcular la integral f іі | 


1 2[| x х + 20 
Solución 
f [elder 49 |х|ах «f 1х | dx 
1211хЇЇх-20 12[)x]]x+20 492 x []x +20 
“| іх|ах з Ix|dx 
1 2[]x[]x +20 22[|x1]x +20 


0 —3 de ГЕ ах f x dx E x dx 
=| ————-4|——-« 
}\—эх+20 Je 20 3 2x+20 4 4x+20 


x 1p 10 18 3.2 
-+f d+ or [a+ f ичиг агч a oe 


| p a] 2 
730 10In|x -10p / 15207075 0101 |x+10)) /, + 


1 3 
%2(%-5Іг|хж5)/; 


“Жал gala, 51п 2а, 29 (жел. Аа ті 
1 2 40 2 4 s. & ай 6 4 8 


Sean f y g dos funciones integrables sobre [a,b], pruebe la desigualdad de 
b 
CAUCHY — SCHWARZ.: [10204 <f гоа р(х)? dx 


Para todo real А se tiene Ги (х) + Ag(x)) dx» 0 
Г (002 dx+ 23 | одвода Pf go»? dx 20 ... (1) 


2 
Sea 4? -| rra P =Í р(х)? dx, C= | Jgd м (2) 
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Reemplazando (2) en (1) se tiene: А? 422c 4 2 B? > 0 ‚.. (3) 


2 А? 
3 Ё 20. completando cuadrados 


p” & ? 
a la ecuación (3) se expresa asi: А? dax 


20 -.. (4) 


AC B 
ahora (4) es cierto sí y solo si r.i -——20 


2 В“ 


A?B? -C? 20 dedonde С? < А? В? 


por lo tanto: [og < Г fo» «| g(x)? dx 


EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


Calcular F'(x) siendo: 


ғо) [ e Int dt Rpta. F'(x)-e' lnx 

F(x) = [senti dt Rpta. F'(Ax) = 4x senh(x^) 
5 ----------- 

ғо)-| 41-12 dt Rpta. F'(x) = 1+ x^ 


Foy = [ reta Rpta. F'(x) = 2x14. x* 


dt 
Rpta. F'(x)- 
1+1? “ ) 1+х? 


Е(х) -| 


Integral Definida 349 


O коз = f cosh(2^ +1) Rpta. F'(x)-2cosh(8x? +1) 
-5 di 1 
0) ma-pu—— Бра. SE 
“ 1-17 annes di j5 
“1442 


Е(х) = sen( 4 sen( : sen? t dt)dy) 
Қы 


Кра. F'(x)-cos( f sen( |” sen? t di)dy.sen( Г сеп?! dt)) 
Ju do Jo 


^m dt 2 
F(x) ш { 1+веп^ г 18... Rpta. F'(x) = 2 ES 
o 2 e э 
|*sen't (1+sen? х?)[1+( =s y 
0 Iasen^/ 
FG) = f. 1 - MI t эй 
A 31-17 


3 — — 
Rpta.  F'(x) ¿E Ја a r^ и 30 414 x? 


x(x +3)(х* +3) 


2х g d 
(11) Е(х)= [ sen? dt Rpta. Р с SR 2х 
0 I 
* Inz ; х 
© ғо) = | = Rpta. F'(x) 2— 
2 t е" 
| 
(3) FQ) = | ди dt Rpta. F'(x)--Axlnx 
Fo = | In? г di Ба. F'(x)-2xln? x? -In? x 


© 


Fo = | (cos 1 +t? )dt 
Sen X 


Rpta. F'(x)= 2x(cos x? + x*)-—(cos(sen х)- sen? х)совх 
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© © O00 © ® е 


© © G 


F(x) -| хїлаа 


© 4 
iiel a 
a ]+sen”/ 


Mg [т 1-зеп/ 
5 di 


Pl) = == 
senx ] + cos" f 


^ x dt 
FQ) = | Ж wem 
a 2+1" —clg 1 


ial Er 
па-ра 
m : e 
v 

Е(1)- [= um dx 


Е(х)- f. ний 1-и? 4и]йї 


tgx sent zh 


Е(х) = 55 


Rpta. 
Rpta. 
Rpta. 
Rpta. 
Rpta. 
Rpta. 
Rpta. 
Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


3 
Rpta. 


Rpta. 


= 
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F'() =2х | rea ex? f(x) 


3x? 


Ё()-------2 
^ 1+веп^ x? 


F'(x)-———— 
55 senx4x-1 


—COS X 
Ғіой------ 
1+ сов” (sen x) 


" di 
Pop] -- Із” 
| 240 —ctg? t 


F'(x) = 
ЁЛнэс---2-2-38 — 
l+senf x? +x’ 
дал 
Fac sec ; E 
l«tg^t 
sec? x 
Ех) 3 ———— 
1-tg" (tg x) 
X 2 
Р(х)-2х E, E, 
2 tg” tgx 
cn тах 
Жа => 
ог 


F" (x) = 4x1 -Q *x?)? - 


21ірх  2xsen(le x^) 


F'()- 
un) sen 2x 1+х” 


41-x*] 
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© 


в 23 € е 8 


O 


F(x)= ЇЕ! mn 


Sea funa función continua V x que cumple la relación: 


1 1 
| /@а=—-—; + хзеп 227 сов2х + x? calcular 76) y ro 


JE л л 
Rpta. /(-)--. /'(—)=2- 
pta АИ 7 гс) m 


(x) x 
Calcular FC) 5) Fa) = $ xarcsent_Jdt y g(x)- [nii cost )dt 
x х 


Rpta. 0 


Si fes continua y x* = оло? acm. Hallar f(3) 


. [9^ 1 
Si E Г) = р(х) y Йи z- Hallar р(х) 
х 


x! 4x 
Si [reat =2х+3 Hallar f(12) 


1 
Kc. cim 1 
Ї вх аа = Ло вес2х +18201. Hallar 76) 


Sen л ——— S 
Si [оа = 241 sen x. Hallar f(x) 
Si [dt - ко) y 10)-41-х2 . Hallar р(л) 


Si [/@а=х-®^, halar f C) 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. P'(x) = {3х3 x* 28h x5] 


73) =4/91 


р(х) = -х+с 


Га2) = 


3 
4 
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Una función g definida para todo número real positivo satisface las dos condiciones 
siguientes: g(l)=1 y g'(x?) =x°, Vx» 0, Calcular g(4) 


Rpta. g(4)= - 


Si [0а =x +x) Hallar f(2) Rpta. 


Sea га) 44-12 Ч, йи si se define но)= | лауа. 


Ү4-и? 


2 2 
Calcular D^H(x) рагах = 1. Rpta. -- 
45 

x*+] 1 
tB ftodt 9 Mx +3. Hallar f(17 Rpta. -- 
si | Sud Ух +3 ar f(17) pta. 3; 


Sea f una función derivable tal que /(0) = f"(0)=0 se define las funciones. 


х g(x) 2 
g(x) = 1112: , Н(х)- line Газа. Hallar D^H(x) parax=0 
Rpta. 200 


1 
1 1 
Si | Зэ! f(t}dt = Ж, ах, Hallar el valor o valores de a para que f P = -= 
0 ax 


Ыра. a=-26 1 


b 2х dx “10 
1 


Demuesue que: [ 
жа? 1 


a \+х? 
Si fi)» te [ i-u? au; Н(ху= [ fax entonces D'H(x). Rpta. 0 


Demostrar que si f es continua, entonces: [ fx ~ u)du = [| ( [7 (Әуаи sugerencia 


considerar F(x) = Г/ (и(х-шдаи después derivar F"(x)= [/ (u)du enseguida 


hallar un antiderivada y calcular la constante de integración calcular F(0). 
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Aplicando el ejercicio (18), demostrar que: 


[ftu Mx -u)du = 2| Ч q' f(t)dt)du, du, 


ғ) dt arcsen(cos x) | l—sen х 
Si Н(х)- | — en donde sen dt = | — — 
(0) gGJa "ATE | 1 l+senx ? 
SED Xx ——Ó 8 
le Jedi = -cosx. Hallar H'(x) Ера. H'(x)--— 
2 x 


Sea f una funcion derivable tal que /(0) = /(0)-а. se define las siguientes 


X (x) 
funciones: р(х) -|/ (u)du ; Н(х) = [ : b f(t)dt donde “а”, “Б” son constantes. 
0 


Calcular H'(x) рагах = 0. Rpta. H'(0)=a?b 


Existe una función f definida y continua V x є К que satisface una ecuación de la 
5 1 х16 18 
forma f fidt =f Of „АГА А. donde c es una constante. Encontrar 
X 
una fórmula explicita para f(x) y hallar el valor de la constante c. 


Ера. F(x)-2x^; с--5 


қ л ¿PE " du m 
Si 0ca«x«—, Calcular D; 2 +|} М} en xz— 
E 2 ІҢ і | ers 4 


Rpta. к-г) -2442 


2 
л 
Sea f una función derivable /0)-/()-1 (1-1 se define la función: 


f(x) 
С(х) = 1 x f (u)du . Hallar la segunda derivada de С en el punto x= 1. 


Ерїз. С'"(1) =4 


354 


© OO 6 


GO © 


Eduardo Espinoza Ramos 


2 


si Fo = [. , 2" di, calcular F(x), F'(D 


29 


Rpta. | Ғ(х)--х.2 cabo (14 2008 шеку. rn E 


(х) 
Sea F(x) -Г f(t)dt, donde f: 1 — R es una función continua y 91,95: 7 =>1 
p, x 


son funciones derivables. Probar que: F'(x) = f (Ф(х)%!, (х) ~ (Ф; (х))! (х) 


Calcular el limite lim | га zw 24 | E 
h>0 h 01412 o 141? 1+x? 
Calcular hi pata 24 ме 
alcu e ҮҮ РЕА. )dt Rpta. UE 
к 1 +h 2 +h 2 
Calcular lim —(x— [ sen TE cos” t dt) Rpta. ] 
h=0 й 0 0 
sen x 
н tgi dt 
Calcular /im ———————— Rpta. 1 
8-0 f'£*^r——— 
1 sent dt 
-Rh 4 
Calcular lim sect" dt Rpta. -14 
h—0 6л 
14. 
Si ж) es continua en [0,3] calcular lim ү уа Rpta. 62) 


Sea f una función continua. Se define las funciones siguientes: 
1 х! 
Н()-0 +f f du, С(х)- ЇГ x^H(gar. 
0 % 
1 
Hallar la segunda derivada de С en el punto x = 1 si [| f^ (udu-a 


Rpta. G"0)-2 058) 
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09 


Usando el criterio de la segunda derivada compruebe que la función definida por: 
"4 № 


F 
m 7а Ji^ s +1 


, alcanza su valor minimo en x = Q. 


? 1+4у 
Calcular | D;FO) paa у= 2 donde: ВО-| gd y 
-4y 


Ж du 1 32 
x)= | — Rpta. D.F(2)-— 
Р(х) =( » лэн? р ,F(2) 3 
Encontrar una función f(x) y un valor de la constante c, tal que: 
"Xx x? 
[rra sen x -xcos x7. Vx Rpta. f(x)-senx—1,c-70 


Sea f una función continua sobre <-,>, tal que /()-0101)-1, se define 


х? 5 1 
нбә= | (x^ —a)f (tdt sabiendo que [оа - 8. Calcular H''(l). 


Rpta. | Н"()-27-а 


dt, 


Dada la función f(x) definida para todo x por la fórmula f(x) =3+ r 1 телі 
” zug 


hallar las constantes “a”, "b" y “с” del polinomio cuadrático P(x)=a+bx+cx? 


sabiendo que: Р(0) = Қ0), P'(0)—/'(0, Р"(0)- f""(0). 


Rpta. a=3, me om dee 
2 4 
Sea f una función continua еп R, y ғо) = [ оди)? dle. к а HR. ийг 


Е''(х) en su forma mas simplificada. 


Si f es periódica de período P continua en R se define G(x) = [7 (Dd! . Demostrar 
( 
que: 


a) Si Гев impar С es una función par. b) G(x + p) = G(x) + Сір) 
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Probar que si x > 1, Inx = P «Шы елу; 


P 


Pruebe que si /(х)= [гоа . V x entonces f(x) = 0, v x. 


G(x) 
Demostrar que si Н es continua F y G derivables .(х)- Ї H(t)dt entonces 
(х) 


Ј(х)  H(G(x))G' (x) - H(F(x)F'(x). 


<l x 
Dado Ғ(х) - ys H(x)- ГЕ (дах. ¿En qué puntos es Н'(х) = F(x)? 


0 si 
1 х» 


Sea f una función real, biyectiva, creciente y derivable, se define 
fe 
I(x) -[ f  (t)dt, V x є R. Demostrar que sí а < b, entonces 3c є [a,b] tal que 


_ І) - (a) 
Sb- fía) ' 


Sea funa función continua en [1,+20>, con f(x) > 0, V x » 1 sí: 
ро) = [fas ro? x 2 1. 
Sea f una función continua en [0,+2>, con f(x) = 0, V x > 0, Demostrar que sí 


[/ Go]? = 2 [ rey , Vx>0 entonces f(x) 2 x, Vx» 0). 


Pruebe que si f(x) es derivable y /" (x) 2c f(x), V x entonces existe un número K tal 


que f(x) = ке", V x. 


и ; жө“ | wr | 
Demostrar la siguiente igualdad: 2 as[ — dt=1 
Me Lai Ve. 10-12) 
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6 
© 


nit. 


f f (Odi 


Sea f(x) una función positiva continua. Demostrar que la función ф(х)= 


22 


es creciente para x 2 1. 
Hallar todos los valores de x > 0 para los que ІШ ig dt =2(x -1) 
4 


Sea f una función derivable en <-,о>, tal que f(1)=f"(1)=1 se define las 
7463) х 
siguientes funciones Н(5)-17-х7 М 6 ‚чой y G(x) = [Hd Hallar 


D! H(x), рагах = 1. 


3 
a) Probar que E =1-и+и? ANS. (la división puede continuar) 
1+и 1+и 


b) En la ecuación шх-| e hacer la sustitución t = 1+ u, dt = du y hacer el 
11 


x-1 du 
]-u 


correspondiente cambio en los limites de integración, obtener Inx = f, 


х-1 В 3 
c) Combinar los resultados de a) y b) para obtener Inx = P (l-u*u* "үр 
и 


йіне без )-;a- ES sa- )!-R donde R= F Ж i. 
u 


3 
d) Probar que six > 1 y 0<us<x-— 1, entonces e , deducir que 
+u 


(х- w 


«| ийи = 


Aplicando el teorema fundamental del cálculo. calcular las siguientes integrales 
definidas: 


Б (x 1)? dx Rpta. z 
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1 
[ : (5x^ — Ax? )dx 


1 хах 
do (x? 41)? 


3 
[ (3х2 — Ax + 2)dx 


Е 4-х? dx 


г х? +2x? +х+4 
1 (x 41)? 


f x dx 
A x2 


| (x? + 2x)dx 


033 3x? +4 


1-3 
[> +1 
0 x4l 


f e 


[ xe" dx 
(1-- x)? 


[с-13х-01а 


dx 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. ы 


Rpta. 


18 


є 1l 


62 
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© 0 


5 
[ tx-31dx 


( 5х-20 


| cosx ах 
6 

4 
[ [x -2|dx 
4 

NE. ее — 
КЕЙІ 


ІМ х|-х ах 


f x dx 
11+]x] 


4 x+l 
1— | dx 

-2 x*6 

2?” 

[1 ~ 4х | dx 

3 3 

[ |[x-21 dx 

-3 


2 
Г,хїх-3|ах 


з ұ2-4 
Lag 
-3|x* —16] 


5 (2-хХх? +1) 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


1.33685 
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[бетов 
л/2 

f! sen x — cos x | dx 
3 

f ¡nas 
ШЕТІ 

àl 4 2 

2 

f Ina 

25 ” 
f dx- 

4 nx 

| lix sen rr 
[da 104-8 Dax 
9 

Паш 


5 2 
f.i --4x -12| dx 


2 dx 


4 x? 
1+ — 
[| 7 [] 
4 
І |х-111|х-2| х 


EEEE 


. 104 


-OJI +4) 


T^ 
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@) 


4 
Г49-х? 1-х2уйх mun 7 
x 


@) 


КӨШІНЕ ах Rpta. АҚ 


15 
LER 2 1 
[ sen лх cos” zx dx Rpta. — 
0 5 
|o 4 4 
[ ѕеп C Rpta. € 
[se x cos! x dx Rpta. 1 
0 12 
л/4 3 1 1 
E ig x dx Бра. —n2 
ni2 
bnc - ens x)dx Rpta. 0 
zi2 | л 
Í t; wed: Rpta. ru 
л/а xsenx л 1 
1 FU ан Rpta. 4 € 
5 3 
| sig )dx Rpta. -1 
inni , 
І x sig(cos x) Rpta. E 
9) nd Ax -2x-3I6 - 0 [x^ -2x -3 0 Rpta. -ligar Aap +(2/2. 219] 
[| x? + 1] 6 
(57) | 2924, Rpta. 2--3 


b. 
У2--вес” х 
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© 


л/6 
[sen 2xcos 4х dx 
0 


2413 dO 
! 5+4c0s0 


ni3 3 5 
| sec xig x dx 
0 


ча х 
0 3+ с05 2х 


піЗ Же. 
| соѕ 2х -1 ” 
0 С082Х-1 


91/4 sen x dx 


2 


dzia cos? x—cosx+4 


іш cosx ах 
0 145607 х 


ы 2 2 
| 2t sent ^ со81 47 
a 


f 1/4 cos? X dx 


E mr 


л/2 3 
[ 4A cos x — cos x dx 
{2 


яа: 


Zin | 1 
| —-sen-— dx 
1/z x? х 


E dx 
0  senx+c0sx+2 


Rpta. 
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2445 


24 
л 
Rpta. — 
p 9 
856 
Rpta. — 
" 105 
2л 
Rpta. —— 
" 8 
л 
Rpta. —— 
pta 4 
Брка. 1 (18342 
3 1-4342 
Л 
Rpta. — 
pta 4 
2 27 
Rpta. sen ло 
2 
2% 
8 4 
4 
ta. — 
чи 3 
Rpta. 1 
Rpta 42 Ss 
242 
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© © © o бө 


peu dx 
0 Ssenx-cosx 


eni? 

| зеп 5x сов3х dx 

0 

л/2 2 

| (1--5610) 40 
0 

л/3 

| c tg xIn(sen x)dx 
л/4 


[ arctg( x )dx 


Г xarcsenx dx 
| 
( 


) his? 


л эх 
е” ѕеп х dx 
0 


[xx as 


1—х? 


1 
[ы х? ш 


1 
f 2x0 хз ax 
ü 


[ x^ dx 


! хх 
baaa 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. Е 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


J2 10/2 +1) 


1 3.5. 42 2 
2106) (In( 3 D7] 


NO | ос 
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1 
а 

1 
| х“0-х2уУ2 ах 
n 
ү x^ dx 


-5 
1 х(1-107 x) 


Г (x-1) 


34x? -4x+3 


dx 


ER 
0 x? +3х+4 


f ? 3arcsen x 


Ü T 


[ хах 


0 (х-1) (x? +1) 


1, 3 2 
І (x^ +4ху]х *6x^-cldx 


a 


f (2х* +18)ах 
0 (x -3)x? +9) 


l dx 
E 484 2x-x? 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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Aja 


34242 
1 234202 -415 
а p 42 -4 


247 


267 arctg 4/7 - E E 


55 7 
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© 


D mem E" 


Г e” dx 


се 
[diria 


35 | 
| 1+х ix 
0 1—х 


(3-5 д 


Jo 42 -x 


] 
[ in/2-xdx 
ü 


г ]-x 
J4Y34x 


fea 


[> x15 3х5 ах 


E (EM 
jd 1-4 а” 


1-2 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Aly 


3. 1 
arcsen(—) t — 
жик; 


2 ња + 4/2) 


ing 
2 


270 


12 


„| 
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ll+x л 1һ2 
dx ta. — + —— 

сэх "p 4” 2 

h 

[x arctg x dx Rpta. ж 43 

Jo 3 2 

л/3 7 Е 

| x^ sen3x dx Rpta. n 

0 27 

5 | NECS 

[ Ic у y Rpta, Z 

45/2 x^ 3 

44Л6--х2 

(a Rpta. 4InQ+43)-24/3 

4 x 

[ arcsen Vx Rpta л? 

o Jx(1—x) 774 


[y —e* dx Rpta. 113—1 


n(3/4) 

ь-5-5-/2 ах Л 
| —Ó—— Rpta. -— 

55 Ga 50x x? 60 

3 
| In(x + Nx? —l)dx Rpta. 31n(3 + 242) - 242 
4/43 dx 1 

—————— Rpta. arctg(—) 
l, (2x? «Dx? +1 2 
27 dx 3 28 
— ta. —In(— 

1 XE Rpta. = InG) 


dis Rpta. ЗА qtia 
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Зун 

| In(x^ +1)ах 
0 


| dx 
(3, (х? -2у 


© © 


[ In(l + х)ах 


0 1+ 1? 


243 
[ cos 2x dx 
0 


Ї ах 
0 


ца 3х 
| е” sen4x dx 


3 3 
Í arcsen dx 
0 1+х 
кш. 
ü 2 2 
х+уа —x 

[ Je” ах 

Ч Че: +е * 
[ 2 dx 


x(x- DA 
perm y(x- 2)? 


3 343J(x- wa 


те тиленет 


Í gae dy 


Le +1 oen 


Rpta. 


Rpta. 
Rpta. 
Rpta. 
Rpta. E 
Rpta. 
Rpta. 
Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


1 
Rpta. 
ийг 
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V6 лу? 
48 


"og 


ins 
8 


-2 


тіз 


4л 
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CERA A 


Ї dá s 


4 
х 


3 ах 
| xx? +5x +1 


Г 
pee тн 


Гг (1+х2 _ (Atx )dx 


4 44- x? (4-х Ay 
r arctg | x 4 14х 


f x* dx 

-l Ix 42 

2 dx 

1:2 (бақ- Т” 


f x dx 
12 -хуу! 4 
л,3 
[sen xina + sen x)dx 
0 


Ї 2x? +18 
0 (х +3)(х” +9) 


! j 
[ In(4x? +1)dx 
1/2 


Rpta. 


Rpta. In( 


Rpta. 


Rpta. 
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Rpta. — — 


Rpta. —— 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 5 


Rpta. 


Rpta. 


ТАР жагсї 2-1 x 


42 
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ей 
27) 


Des 


Ч 


€) - С 


I 2 
B М”. cos x +1/tg х +senxe” * 4 cos? x)dx Rpta. Эх 
14 
л/2 
f x 5! cos x dx Rpta. 0 
"a 
nia dx 1 [p 
f ——————— Rpta. arctg.|— 
Ja acos? x bsen? x Jab Va 
1/2 itx 
[ [cos(sen x) 1п(—) +3x+4]dx — Rpta. 4 
-H2 1-х 
2 
І [G8 x? ex x* +3]ax Rpta. 12 
-2 
1,2 
[ ахан уа Rpta. 0 
-1/2 1-х 
пі 
| M sen? x dx Rpta. 0 
3 | 2 
(EE Rpta. Ju ае 
1 х 


[scs 
№ x5 x] 


ni2 
Mostrar que f ЗЕР 


—_ AA 
do a? cos? x+b* sen? x 


cualquiera distinto de cero. 


п/2 sen xdx 
Demostrar que: f d 


EX ERR 
E Sen х + COS х 


F 


л 


m 
4 


Demostrar que: [ита = Б A VxeR 


+42 


) 
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E , donde a y b son nümeros reales 


370 


©) 


9 © 


© © © © © 


© 


Eduardo Espinoza Ramos 


Demostrar que: Z [(у—х)/'(у)4у= /0)- РО) 
dx 40 


x 2 
Demostrar que para todo x real [ (t+ lt i)? dt = 3* (х+|х|) 


3 
Hallar el valor de c tal que f(x) -x?-2x41l, f(c) = | лодак 


Rpta. с-1 wu. c[1,3] 
43 


! dx /? seny 
Demostrar que: - dx 
0 агссов х х 


1 
Hallar un polinomio cuadrático р(х) para el cual p(0) =p(1)=0 y [родах =] 
Кра. р(х) = бх - 6x? 
: | 
" 2 a 
Demostrar que: fan х |ldx 7 


Probar que: lr (x)dx = f fla+b-x)dx 


] 
Evaluar [; x f"(2x)dx, sabiendo que (0) = 1,82) =3, /(2)-5 Бра. 2 


4 dt n 
Resolver la ecuación І == Кра. х= 2 
Fe- 12 
л/3 4 
Calcular | ЭР MA Rpta. 5, sug: 2 A Ж 
Jie [seca + совесх 2 2 


Hallar un polinomio cubico р(х) para el cual р(0) = p(-2) = 0, р(1) = 15 


3 p(x)dx -4 Rpta. р(х) = 4х+8х2 43x? 
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Ө, 


e 


Demostrar que, si f es continua en [-3.4], entonces: 
i 3 -3 

ІШЕ + | годах f f (x)dx +Í f (x)dx - 0 

3 4 -3 -1 
Demostrar que, si f es continua en [-3.4], entonces: 

2 1 1 
[  Годах+ [гож + | сда | одах = 0 
Demostrar que, si f(x) es continua en [a,b], entonces: 


1 
ІШЕ; =(b -а| f(a *(b—a)yx)dx 


Demostrar que 05 А 
Calcular la siguiente integral [эж si f(x) = Ix - 2] + Ix — 1] 


b 
Hallar [ [Fod 


—" Tis 2 ius x+1 
Demostrar la siguiente igualdad 1 In(sen^ 0 +x“ cos ndm ша) 


пі? 
Calcular f''(0), sabiendo que: П/ 00 cosx dx=3, asi mismo /”, 


f", Г son funciones continuas en [0.7] y p= 


Calcular 1= ҚҰЗЫ sabiendo que F""(6)=1, F"(6)=-4, F'(6)-8. 
F(6) = -10, Е(0) = -20. 


2279 m 
Calcular Ї x^sig(cos x)dx Rpta. ЛЖ: 
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1/3 
Calcular І |6x? -5x «1| dx Rpta. 1 
0 54 
4.2 Ч 2 
Calcular | —— a Rpta. 3 
0 (вепх)” 
2 
Calcular el valor de la integral definida 1,9 (x)dx siendo 


эйе lle? 2 «20 
цан 


3 
dh? *tcosm , x>0 


Sea funa función integrable en [a,b] y К x 0, una constante real. Demostrar que: 


h JM — 
[лода = ww )dx 


l i 2 2 
Pruebe que f> ах» f xax pero | ах< | х2 dx , no evaluar la integral. 


Sea f acotada en [a,b] y continua en [a,b] excepto en un punto c e [a,b]. Pruebe que f 
es integrable en [a,b]. 


a Si х-с 
Sea c e [a.b] y o eR. definimos Ё [a.b] >R рог - ЖТ Pruebe 
0 84 хэё 


” 
que f es integrable y que ] f(x)dx = 0 


Por definición una función f(x) es par si f(-x) = f(x), V x. Pruebe que si f(x) función 


par entonces Г fikira 2 [ rar, a» 0. 
4 ) 


Dadas las funciones siguientes: 


0, sen 
2 -х. xe[04] 
| 
/(х)=+42. хе<-2| . 8(х)-41-х7 , хе<12> 


-2, xe« 23» 3-x ,xe[24] 


х, хє[3,4] 
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4 
Calcular | f (x)gGodx Rpta. 2 
0 6 
Si neZ“ , demostrar que: 
п _ т(п-1) ^n mus 119 -DOn- 1) 
ә [tna » [mera 
n? n(n -1y4n +1 
9 fra 
0 6 
(55) Evaluar las siguientes integrales. 
л 
а) [se 2x dx Rpta. 1 
л/2 
b) [ |z cost | dr Rpta. = 
л/3 I d R | 
c) [ 6% t pta. 
0 dx л 
d) —— EZ Rpta. — 
ГЭРЬНЯ " 16 
2 dx 1 
е) == E Rpta. -—In2 
| Ж? Ax 1 6 
ә senh zr 
f) [senhx. senx dx Rpta. E m 
Әл 
g) [ sen x — cos x | dx Rpta. 4-7 


Sea Ё К — R una función continua, sabiendo que [ f(0dt 26. Calcular 
-6 


f Ох -2)dx. 
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1 
Si /09-12 , 2<х<0, Calcular | (006994 


,x20 


lex! 
Sean f ур dos funciones integrables sobre [a,b], pruebe la desigualdad de Cauchy 


SCHWARTZ. 11:53 “| X І g^) 


| r. 0<х<1 


2 
Hallar [годах si nd e rendi 


А | x раа 0<x<t 
Hallar [7 (x)dx si f йт 


Lm para 1<x<l 


a 1? 
Demostrar la igualdad. [ хэ (х2)ах => x f(x)dx, a>0 
o 


л Л 
Demostrar que si f(x) es continua en [0,1], entonces: [5 f (sen x)dx = 21 f (sen x)dx 
0 


1 
2 х--- 
Calcular la integral [ - (1 T— ГЕ *dx, introduciendo la nueva variable 
1/2 х 


1 
l=x+—. 
x 


3 
Hallar la integral [ = 3 
-11+ fo) x (x-2) 


Calcular las siguientes integrales: 


3 
a) f 21хпах Rpta. 4 
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3 | 
b) [ (+ х + (рах Rpta. 6 
| 2 
Probar que: fu x |]dx + fu =x |jdx =a -b 
2 
Demostrar que: [t ГЦ -5— 42-43 


T h 
Si F(x + T) = F(x) Probar que: [ ¿E F(x)dx =f x F(x)dx + f Food: 


1 
л 3 > 
—sen” х)? 3 
з (l-sen х) dx Rpta. 48 
0 е E 6 
(sen” x – 2 sen x + 4) 


© өөө 


| ye” 2 
[ xs ; dx Rpta. 5 
01+х- 
ЧАБ... лай Rpta. A ind 
А x^—4x-5 6 


© © 


Calcular f(0) sabiendo que f(n) = 2 y a su vez [uo + f"(xy)senx dx = 5 


Rpta. 3 
2 
(53) [ 44. 3 dx Rpta. 9,2 
(x! -2x 4 2)? 
i 6 
(хх)? dx ‚ əні 
A — Rpta. —-(80)* 
J y E 24^ 


(55) Calcular el valor de 22 допае во) = f ош. хє К y 
2 1 


|2х-12.31 xxl 


зай эмэн 


Rpta. 
6х2 -6, si x »1 
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@) 


'2хах (l^ du 
Demostrar que = — 
0 ( 


э 
1+х7 ! u 


x (0x) 
Calcular f(2) si f es continua y Í f(t)dt - x Rpta. я 
( 
Si (1) 22 y ІШЕ + F"(x)]senx dx = 5 ‚ calcular (0) 
ü 


Si Гео» F"(x)]osxdx = 90. F"(0)- 7. calcular FC) 
0 


1 , 
IR Ч 247, calcular | ЭРЧЭЭ 
) 14 xó 7% o 1 


dx 


Sabiend > 
abiendo que | кз 


hs T b h 
Si F(x + T) = F(x). probar que: | к. F(x)dx = | x F(x)dx * rÍ F(x)dx 


© © © ® e G 


Expresar el siguiente limite como una integral definida luego calcular el valor dc la 


E x — Жж пт „пл 
integral lim [E sen— + —sen— + ... + — en 
an nm n n 


©) 


Aplicando el primer teorema fundamental del calculo. hallar la derivada de la integral 
definida. 


П i 


a) pf. азаға) b) рм], кус, 


4 3 д” 1 
c) ШИГ dt) d) DAS (36 —1)dt) 
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CAPITULO Ш 


APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA.- 


En el cálculo de area de regiones planas se consideran dos casos: 


ler. Caso.- Consideremos una función y = f(x) continua en un intervalo cerrado 
[a.b] y además f(x) > 0, V x e [a.b]. El área de la región R limitada 
por la curva у= f(x), el eje X y las rectas verticales x = a y X = b, está 
dado por la expresión: 


Y = f(x) 


OBSERVACION.- Si la región R es limitada por la curva x= р(у) ylas rectas 
у= с, y = d, entonces el área de la región R es expresado por: 
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2do. Caso.- Consideremos dos funciones f y g continuas en el intervalo cerrado 
[a.b] tal que f(x) 2 р(х). V x є [a.b]. el arca de la región R limitada por 
las curvas у = f(x), y = р(х) y las rectas x = a y x = b, està dado por la 
expresión. 


OBSERVACION.- бі la región R es limitada por las curvas х = р(у), x = h(y) tal 
que g(y) > h(y), V y e[c.d] y las rectas y = c, y = d, entonces, 
сі area de la región К está dada por la expresión: 
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Ern е X = g(y) 


OBSERVACION.- En él calculo del área de una región R limitada por la curva 
y = fix) el eje X y las rectas x =a, x = b la función f(x) > 0, 
V x e[a.b] pero en el caso en que f(x) < 0, la región R esta 
debajo del eje X en este caso el área es calculado por: 


311 PROBLEMAS DESARROLLADOS.- 


(1) Calcular el área de la figura limitada por la parábola y = 4х —x^ . vel eje de abscisas. 


Solución 
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2 2 
Como y-4x-x^ => y-4--(x-2) .esuna 


parábola de vértice en el punto V(2,4) cuyo gráfico 
es: 


A(R) = [у&= [ar )dx 


Q Hallar el ёгса de la figura comprendida entre la hipérbola xy —^, las rectas 


verticales x = a, x = За (а> 0) yel eje OX. 


Solución 


. Cuyo gráfico es: 


За За т: › 3u 
А = [у= || "ает mx] 
а е ox a 


? A(R) = m? In3a ^m? ша 


^n АК) = т? ш3 и? 


(э) Encontrar el área acotada por las curvas cuyas ecuaciones son y=e*, у=е * yla 


recta x = 1. 


Solución 


La región comprendida por y=e*, у=е *, 
х = 1 es la del gráfico siguiente. 


| 
AQ - f (е' —е ? dx =(е* «e )/ =е+е L-2 


1 
=) = Xcoshl-1) 


= 2( 


A(R) = 2(cosh1—1)u? 
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© Hallar el área limitada por las curvas = у? =3, ху= +2, у= + 4. 


Solución 


-—-—- 
|х У 3 х? (iy =3 
(ху-2 х 
x^ 3x? -4=0 


(x?-4 x41) 20 > x=+2 


рагах = 2, у= 1 por simetria se tiene: А(8)-4А(В,) 
4 

A(R) = 4| [43 * у? 33: . por la tabla de integración. 
1 y 
AFFA. A: и 

Á(R) = 4513 аж +5 Im y 34 y? 1-21 у]/, 


А(Ку- 405/19 + tn | 4419 | -2104)-6, (2)+5 10 H +2] -0] 


A(R) = (R19 —4+61n] шил | -161n2y? 


(5) Calcular el área de la figura limitada por las lineas cuyas ecuaciones son 


y x*l.x—y-1-70U. 


Solución 


х=у+1 Calculando los puntos de intersección se tiene: 


[уб sx РӘ Ју? -1-у-1=0 
ауа 9 1и: в аер 


(y-2Xy* 1) 20 > у= -1. у= 2 
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3 5 3 3 3 
E 27.1: Е РЕ Lg РУ Ы 
Ак)= | tob (у? -Dyy % y! +у+24у = (C7 nf. 


9 3 
-и 


. Á(R)= 2 


Hallar el àrea de la figura comprendida entre la parábola у=—х? +4х-3 y las 
tangentes a ésta en los puntos (0.-3) y (3.0). 


Solución 
y-2-x!«4x-3-1-(x-2) 


y-12-x-2y., V(12) 
у=—х”+4х-3 > dy -(-2х-4) (--2 
е ах xt x=} 


L: у-0--Хх-3) dedonde L: 2x+y=6 


dy 


=(—2х+4 =4 
dx жай ( x 1, 0 


L,: у%3-4х-0) de donde 1,: 4х-у-3 


3.2 3 
A(R)= [ Гах -3)- C? 44х-Зурха f MH 4 4x -3)]dx 


: E-a ЭР” 
AR - | des | „(7 — 6x +9)ах 


3 3/2 3 3 
au ar +9x) 


n 


Ec EN. © inm =p? 
4 4 
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Calculando el área de la figura limitada por las parábolas y”+8x=16, y 


y! -24x - 48. 
Solución 
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y] 4 8x 216 y? =-8(x 2) 
7 =” $ 
y” — 24x = 48 y^ =24(x +2) 


23 Parábola de V(2,0) y Parábola ас V(-2,0) 
\у2 +8х 216 


X 


; "" 22 

|М +8х =16 EX y!-48 16-y? 

+ 4 = - > --ш 

|y? -24r=48 ! | y*-48 24 8 
24 


y?-48=48-3y? => y?=24 > у= +246 


y 1246 
246 16- 
AR)=| í Y 


32 
-—4X6 
2416 8 496 


18 


“ AR) -3246 u? 


Calcular el área de la figura limitada por las parábolas y -x^, y= са : 


Solución 
2 
pes 23 E 
со» ---Х” = x=0,x=3 
|у=2- 3 
y 3 


zt 
9----- л А(В) = — 
ыды зайг (А) 
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(9) Calcular el área de la figura limitada por las lineas yzInx е v-l1n' x 


Solución 


y іпх 4 
s "Ч => ЇНЭН 


"s Y 
) inxXinx—1)=0 => Inx =0 V Inx—-170 
uen ! ü 


2 2 
FeR у= пх хе”, х=е! dedonde х= 1, кте 
| 


Х A(R) -| (Inx—In* x)dx = (3xInx = xIn* x-3e] 


АК) = (3 –е)и? 


Inx 


(9) Calcular el área de la figura limitada porlaslineas у= 4 : у= х ілх 
X 
Solución 
| Inx 
y-—— Inx 
Ay => xlinx-—— 
| | , 4x 
ұ-хіпх 


4x^ Inx =1пх de donde (4x? -Dinx-0 entonces 


4v'-120 V Inx=0 


7 2 1 | 
lnx x х” 
---іІпх%--) = 
8 2 4 


a 122.11 
4 R R 16 


1 
AQ) - [| Etna =( 


! 
5 


3-21n?2-21n2 > 
mr AH 


A AMO) == 
ш 16 
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(1) А un ingeniero civil se le encarga construir en un terreno que tiene la forma de la 
: 3 ”Т "өт 2 
siguiente región еп el plano, el cual esta limitado por las curvas y=3-—x” 


e у=-х + 1, medido en decámetros ¿Cuál será el área techada en el primer piso si se 
quiere dejar un tercio del total del terreno para jardines?. 


Solución 
Para graficar la parábola, hallamos el vértice. 
ұ-3--х? > У(03) 


ahora calculamos los puntos de intersección 


2 
у=3—х у=-х+1 


de la región total se debe tomar los 2/3 por lo tanto el area techada es 
2 2 
Ar -2| [G-x* )- cx «nydx-2 f (2 x x? )dx 
321 3 44 


2 E Vm. 2 8 14 
<a E T, сан B. WWE 
Ox 1-41442-4-(-24-24-01-3 


Luego transformando en metros tenemos: Яр = 3(1 0)? 2300 т” 


(12) La forma de una piscina es como la región del plano dado рог las curvas x= у 


х= у? ¿Qué área ocupa la piscina? (es dado en decámetros). 
Solución 


4-1 (y! - y! ау- Eh / =(———) = — dm? , que en metros es: 
Jo 3 4 0 
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PROBLEMAS PROPUESTOS- 


Hallar el área de la figura limitada por la curva y? =x, la recta y=1. la vertical х = 8. 


315 
Rpta. —4u^ 
р 4 


Hallar el агса de la figura limitada рог Їа curva y — x^,larecta у= 8 y el eje OY. 
Rpta. 124? 


Hallar el área comprendida entre las curvas y?=x?, у? = х 
8 2 
Rpta. —4^ 
midi 


Hallar el área de la superficie limitada por las curvas y = 4— x^, 34-48 


э 


32 
Rpta. — 
pta 15 


Hallar el área de la superficie limitada por las curvas y? -4х, 2x—y- 4. 
Rpta. 9н” 
Hallar el área de la figura limitada por la curva у= x(x — 1x —2) yel eje x. 


Rpta. e 


2|x| 


Calcular el área de la región limitada por la gráfica LENT el eje X y las 
+x” 


rectas х= -2,х = 1. Rpta. (In10y? 


Calcular el área de la figura limitada por la parabola y = 2x -x?!.ylarécta у= -x. 


9, 
Rpta. —u^ 
mx 
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© 


" , 1 : 
Calcular el área de la figura comprendida entre la linea y “ ; y la parábola 
+x 


X Та e; 
ш--. ta. (——— 
у=» Қи». (беи 


: 2 А 
Encontrar el área de Іа región acotada por la curva y = E el eje X y las rectas 
X — 
x=4,x=3. Rpta. (21n2)u? 


Determinar el área de la superficie limitada por los arcos de las tres parábolas 


x? =9y-8l, x? =4y-16, x? = y-1 la región no se intercepta con el eje Y. 
Ера. 16 u? 
Hallar el área de la región limitada por las curvas y — x!, y=x+2, y--3x? +8. 
7, 
Rpta. —u 
A 


Encontrar el área de la figura plana que forman las curvas у--Й-х--х : 


4 ә 
=+җ/х. Rpta. —ñu? 
y р 3/5 


Calcular el área de la figura comprendida entre las parábolas у= e, y => y la 


recta у= 2x. Rpta. д? 


Hallar el área mayor encerrada рог las curvas. х? эа -0, х2 -8у=0, у= 3. 
Rpta. e + 543 Эн А 


Hallar el área de la porción en el primer cuadrante limitada superiormente por y — 2x e 


2 


inferiormente por у= ху Зх? +1 Rpta. zw! 
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Hallar el área de la figura comprendida entre la hipérbola x? - y? =9, el eje X y el 


4 
diámetro que pasa por el punto (5,4). Rpta. ( 2 +91п3)и” 


х 


Calcular el área del trapecio mixtilineo limitado por la línea у = ( x? +2x)e y el eje 


de abscisas. Rpta. 4н” 


Hallar el área de la superficie limitada por la parábola y = 6+ 4х – х° y la cuerda que 


une los puntos (-2, -6) y (4.6). Rpta. 361? 


Hallar el area de la figura comprendida entre las curvas ух? =2, х+у= 4, х= |, 


х= 2. Rpta. нэ 


Hallar el área limitada por las siguientes curvas: 


а) y^-2x,yz2-A*x Rpta. 187 

b х? =4ау. у= La : Rpta. (2a7x але ae 
X^ +4а 3 

c) yox. y? =x, x+y=2 Rpta. Ма 

d у-а4х”-3,у-1-1, у-0 Rpta. Gina ud 

e) yzx!4x-4, y-2x,y-28-x 

f) y-4-in(x*1) y=1n(x+1), х= 0 Ера. 2(e? -3) м? 

8) у=х?-2|х|+2, у-3 Rpta. зад 


h) ух -3х, у= х Rpta. 8и? 
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i) y?=4x, x=12+2y- y? Rpta. 54.61 и? 
1) уОо2%4)-42-х), у= 0, x 0 Крка. С-и? 
k) х=е?, х= 0. у= 0, у= № 4 Брка. 3u? 
2 4 2 

D у= 2х+2, x=y?+1,x=0,y=0,x=2 Rpta. (5 + =32)и 
li) y=sec? x, у=1р?х, х= 0 Rpta. (5-1 
m) y=x, y=8-x?, 4x—y+12=0 Ера, 64и? 

5/4 _ 4/3 18 , 
n) y-3x -x ,y-0,.x--l, Rpta. qe 

(2) Hallar el área de la región comprendida entre las curvas y = senx, y = cosx con 

xe. om Rpta. 24и? 


Q3) Hallar el área de la región limitada por los gráficos у= arcsen x, y = arccos x, y = 0. 


Rpta. 07-12 


Hallar el área de la figura limitada por la linea en donde у? = x^? -x*. 


4 5 
Rpta. — и> 
ай. 


(25) Hallar el área comprendida entre las curvas у-е”, у= пх, х= -1, х-2, у= 0 


Rpta. 6.634? 


Hallar el área de la región limitada por el astroide x^? + y?? =a% 


4 
Jan > 


Rpta. и 
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Hallar el årea de la región comprendida entre las curvas y = хеб?" ‚ у=х. 


8 
e —9 


Rpta. 
pta 2 


Hallar el área de la región comprendida entre las curvas y(x?+4)=8, 


3x? -4у-8-0 Rpta. 2(л +2)u? 


Hallar el área de la figura comprendida entre las curvas y 24Х-1-4Хх-1,Ж5-1, 


x=1 Rpta. 33/2 ц? 
Calcular el área de la figura comprendida entrelas curvas у = xi ‚у= 4х. 
8 
e —13 3 
Rpta. ———u^ 
и 4 


Calcular el área de la figura comprendida entre la curva у = tg х, el eje X y la recta 


х=5 Ера. (102) и? 


Calcular el área de la figura comprendida entre la línea y -х(х-1) y el eje de las 


abscisas. Rpta. Ge : 


Hallar еї área de la región limitada рог los siguientes gráficos de 
2 455 3 
у= |x? A +x+6|. Зу+х =0, х-0, х-4. Крга. ui 
Hallar el área limitada por las curvas у= х° +3х2 +2. y =x" +6x° -25. 
Rpta. 108 y? 
Hallar el área limitada por las lineas: y = х? -5x7 -8x+12, у=х? ЗӨ: «21; 


Rpta. 1662,7 
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Calcular el área de la figura limitada por las curvas siguientes: 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


g) 


p 


k) 


1) 


In 


m) 


y-lx- |, y=x?-2x, кер x2. 


y-k-2|-k- 6, х-у=4 


у= |х – 2], per? =0, x=1,x=3 


y-zix-5]-|x +3], х+у= 2 


2 
у-х-х,ут-х 


у-хі +x, x=0, y=2, y=0 


тк 
y 


y- y=0, x--1, x-2 


l+x 
y=x?, y=2x-1, y-4=0 
2 
x=0, у= igx, и = аа 


Зх 
у = агсір х, FER. y=0 


у= arcsen X, y= arccos х, х = 1. 


7 3 

Rpta. —u^ 
эр” 
Rpta. 8 

Кра. —u^ 

Rpta. 34u? 


Rpta. —u 
5 

Rpta. —u 
Р 4 


л 1 8 2 
Rpta. П + — —arctg2 + —1n(—)]u 
pta. [ 2 айж | C2] 


2 Jo ui. s 
Rpta. (-——ln(— 
pta G 5 "Уи 


Rpta. E БЕГІН. 


25 5 
ta. ESI Ж 
Rpta 125 


2 


Rpta. 84^ 
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n y-3x-x!, y=x*-x Rpta. зи? 
(57 Calcular el área de la figura limitada por el eje de abscisas y la linea х-у”(у-1) 
Кра. —u* 


Calcular el área del segmento de la parábola y —x?. que сопа la recta y= 3—2x. 


Rpta. 2 y? 


Hallar el área de la superficie limitada por las curvas y= xx ) ylarectax = 4. 


Rpta. ТЕ y? 


Hallar el área de la figura limitada por y= |20x«x*—x? |, y 20 


Rpta. mn o 
12 
Hallar el área de la región limitada por las curvas: 
a) x4 y-y! «0, x-y*y? -0 Rpta. Zu 
3 2 3 2 37 2 
b 8xz2y «y -2y, 8хту”. y" *y-2-0 Rpta. 96“ 


Calcular el área de la superficie del primer cuadrante limitada por el arco de Ја curva 
que va desde el eje delas Y hasta la primera intersección con el eje X. 


e" +1 2 
и 


а) y-e'senx Rpta. 


b) y=sen(x+ 1) Rpta. 1.54 y? 
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69) 


c) х+у+у?” =2 Rpta. Zu? 
71-1] 
d) у-е”? соѕ2х Rpta. E 2 
17 
e) y =x —8х” +15x Rpta. Eu 


Hallar el área de la figura limitada por las curvas а?у” = х“(а? ~ x’). 


2 
Rpta. 4- y? 


Hallar el área que encierra la curva дау? = x(x -3a)? 


@/3 э э 


Rpta. —— a” u 
“Ж 


r 2 
Encontrar el área de un lazo de la curva a^y^ =х“4а? -x? . 


Rpta. = Hu 


Encontrar el área de un lazo de la curva у?(а? +х?)=х°(а? =), 


2 


Rpta. 5-6 -2y? 


Encontrar el área de un lazo de la curva. а” 2 x +x?) = (a? жў 
7 


Rpta. а í (3-/2 Іт(1-- Ф) —2)u : 


i p ДЭР: 
Encontrar el área de un lazo de la curva ба? у“ px (a? —2ax). 


ab - 
Rpta, 7 
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Calcular el área del trapecio  mixtilineo limitado рог la linea 
рээ (х2-3х-1) 462, por el eje X y por dos rectas paralelas al eje OY trazadas de 


manera que pasan por los puntos extremos de la función Y. 


Rpta. 36 -4)и? 
е 


Calcular las áreas de las figuras curvilineas formadas рог la intersección de la elipse 


2 2 


х 2 ЭЭР X з 
-- y^ =l yla hipérbola — – y^ — 1. 
Жо y p 2 y 


5 
Rpta. s, = 5; -n -Y2 m3- 2aresen f2 1 $) —2(7 —5,) 


| 42. а ЭРЭ” 
Calcular el área de la región limitada рог: — f(x) = А , el eje X y las 
lx-39 -2, х>5 
rectas x --3 y x=7 Rpta. а=? 


Calcular el área de la figura comprendida entre la curva у-|х7-1|, -2<x<2 yel 


eje X. Rpta. 4 u? 


ші зы 1- 
Calcular el área de la región limitada por la curva y= es ‚ у 5и asintota. 
+х 


Rpta. А=2к 


Calcular el área del interior del ovalo de ecuación (1+ x? y Aa 


Hallar el área de la región acotada por la curva у= x! -6x? +8x y el eje X. 


Rpta. 8 4^ 


Hallar una formula para encontrar el àrea de la región limitada por la hipérbola 


Pe yz a”. a» 0, el eje X y una recta trazada del origen a un punto. 
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© © 


© 


2 
a x+y 
Rpta. 4 = — Іп 
р 7 [ > ] 


Hallar el área de la región, en el primer cuadrante limitado por las curvas 


y=x -3x 42x, у=? + 4х? —3x Rpta. x 


Hallar el área de 1а región limitada por las gráficas de las funciones 


fo)sx E сей y g(x) =-x? T3 -L. 


Encontrar el área de 1a región R, ubicado en el segundo cuadrante y acotado por las 


: 1 
gráficas de y=x?, х -4y, х-у+б=0. Rpta. qe 


Hallar el área de la región limitada por las curvas x=-—y?, y=x+6, 


Una parábola de eje vertical corta a la curva y -х +2 еп los puntos (-1,1) y (1,3), 


sabiendo que la curva mencionada encierra una región de área 2 и?. Halle la 


ecuación de la curva. 
n ai 41 -1 
Sostenemos que ЇЕ dx« | у dy=b™ a”. 
а а" 


a) Utilice la figura adjunta para justificar esto mediante un argumento geométrico. 
b) Pruebe el resultado utilizando el teorema fundamental del cálculo. 


с) Pruebe que A, —nB,. 


39 


о 
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| 
Hallar el área de la región comprendida entre las curvas х y4 y-8=0 y х? =4у. 


Calcular el área de la región comprendida por las curvas х? + y? 225, Зу! - 16x, 
3x? =18y. 

Calcular el área de la región acotada por las curvas de ecuación: 4y=+(x-4)? y 
4y =+(1+4)”. 

El área comprendida entre y — 10x—5y? . Cl eje X es dividido en dos partes iguales 
por una recta que pasa por el origen. Hallar la ecuación de la recta. 


3 3 


Calcular el área de la figura comprendida entre las curvas y = - oOo 
x ta x ta 


Hallar el área de la región limitada por las curvas x -—y?, y=x + 6. 


Hallar el área de la región limitada por las gráficas de las funciones y = +х-1, 


р(х) = -x 3x. 


Hallar el área de la región acotada D por la gráfica f(x) = | х +2x |. el eje X en el 


intervalo (-2,2] 


Dado la parábola y=3 +2x—x”, Hallar el área de la región plana R, comprendida 


entre la parábola y la recta que pasa por los puntos (2.3); (2.-5). 


Hallar el área de la región R limitada por la curva у = (x — 3Mx – 2Mx + 1). las rectas 
x=0,x=4yel eje X. 


8.5 5 - а 2 
Calcular el area de la región en el primer cuadrante limitado por la» curvas Уух 


х? = 4у y la recta х + у= b. 


Calcular el area de la región Е limitada por las curvas у=х?—2|х|+3, 


2 
х 
2--у-3-1 
253 
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(9 


© © O © 


Encuentre el área de la región limitada por la curva y = х“ ~ 2x5 +2 entre x= -1, x =2 


[з >0 
Hallas el área de la región acotada por las curvas у= ” ` pem 
| к .x«U 
2 
x^ %8х Я Т” 
y= 16 


-3х-16 | х<-4 


Determine m de tal forma que la región sobre la recta y = mx y bajo la parábola 


у= 25-х, tenga un área de 36 unidades cuadradas. 
Determine m de tal forma que la región sobre la curva у= тх, m> 0, а la derecha 
del eje Y, y bajo la recta у= m „tenga un área de k unidades cuadradas (К > 0). 


қ 2 2 
Hallar el área de la región R limitada рог y= | ыг ; 
+х 


el eje X y las dos rectas 
verticales correspondientes a las abscisas de los puntos máximos absolutos. 


Una parábola del eje vertical corta a la curva y — x! +2, en los puntos (-1,1) y (1,3). 


2 5 2 -z М 3 ВЕ 
Sabiendo que la curva mencionada encierra una región de área 24^. Halle la ecuación 


de la curva. 


DEFINICION.- Un sólido de revolución es aquel que se obtiene al rotar una región 
plana alrededor de una recta en el plano, llamado eje de revolución. 


Ejemplo.- Si la región comprendida dentro de una semicircunferencia y su 
diàmetro, se hace girar alrededor de su diámetro se obtiene una esfera. 


A 
SIM 
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Ejemplo.- Si a la región comprendida dentro de un triángulo al hacer girar alrededor 
de uno de sus catetos se obtiene un cono recto. 


Para calcular el volumen de un sólido de revolución consideraremos los siguientes 
métodos. 


Consideremos una función f continua en el intervalo [a.b] y que f(x) 2 0. V x e [a.b]. 


Sea R la región plana acotada por la curva у = f(x), el eje X y las rectas x = a y x = b. 


Consideremos una partición del intervalo cerrado [a,b], P = (xg. ....,x,,3 , donde i- 
ésimo sub-intervalo [x;;.x;] tiene longitud А,х-х,-х;) у tomemos 
£; €[x; ,,x;] раа i= 1,2.....n, luego trazamos los rectangulos que tienen una 


altura /(в;) unidades y ancho A,x unidades. 


Si se hace girar el i-ésimo rectángulo alrededor del eje X se obtiene un disco circular 
de la forma de un cilindro circular recto donde el radio de la base es /(г,) y sus 


altura A;x. 
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Esta expresión nos representa la suma de Riemann, y cuando | A;x |» 0, se obtiene el 


volumen del sólido generado al cual denotaremos por v, es decir que v se define como 


el límite de la suma de Riemann cuando | А,хЇ 0. 


а) DEFINICION.- Consideremos una función f continua en un intervalo cerrado 
[a,b] y suponiendo que f(x) > 0, V x e [a,b] y sea S el sólido 

de revolución que se obtiene al girar alrededor del eje X la región R acotada por 

la curva y = f(x) el eje X y las rectas verticales x = а A x= b, y sea V el 


volumen del sólido S al cual definiremos por: 


V = lim b / (е, »Aenf f Y dx 
? >s Pal и 


i Metodo del disco circular). 
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Ejemplo.- Determinar el volumen del sólido de revolución gencrado al hacer girar 


alrededor del eje X la region limitada por la curva. у= Ax . el eje X y la 


recta x = 2. 


Solución 


4 А › 
V -n[ ұзак =M (x dx en = u 
0 Ja 2 


о 


V=2N y? 


OBSERVACION.- Sila región R está limitada por la curva х = p(y). el eje Y y las 
rectas у= с, y=d (c«d) entonces el volumen del sólido 
generado al girar la región R sobre el eje Y. esta dado por la expresión. 


y ШЕПТЕ) 


Ejemplo.- Hallar el volumen del sólido generado al rotar la región acotada por 
pu y? sg? alrededor del eje Y. 


Solución 


V -n[ cay -2п( (а? va 
ü 9 
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322 METODO DEL ANILLO CIRCULAR.- 


Consideremos dos funciones f y g continuas en un intervalo cerrado [a,b] de tal 
manera que f(x) > g(x) 2 0, Vx є [a,b] yR la región acotada por las curvas у = f(x), 
у= (х) y las rectas verticales x =а A х =. 


Sea S el sólido obtenido al hacer girar la región R alrededor del eje X. 


En el intervalo [a.b] consideremos el i-ésimo sub-intervalo  [x; у.х] y sea 
с; €[x; ,.x;]. cuando el i-ésimo rectángulo se hace girar alrededor del eje X, se 


obtiene un anillo circular. 
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La diferencia de las áreas de las dos regiones circulares es TI[ / ^ ( &)-g (е, yel 


espesor de estas regiones es A;x, luego la medida del volumen del i-ésimo anillo 


circular cs: 


Como son n anillo circulares, entonces: 


Y ay Ў) аА 


E ізі 


Que es la suma de Riemann, entonces el volumen del sólido S se define como cl limite 


de la suma de Riemann cuando |A,xl— 0. 


a) DEFINICION.- Consideremos f y g dos funciones continuas en el intervalo 

cerrado [a,b] de tal manera que f(x) > g(x) > 0, v x e [a.b]. 

entonces el volumen V del sólido de revolución S generado al rotar alrededor del 

eje X la región R acotada por las curvas y = f(x). у= р(х) y las rectas verticales 
x=a y x=bes dado por la fórmula. 


р = lim уту? (£;)- g7 "(8 А, х 


ІЛ, ют 


v enf I-go 


OBSERVACION.- Si la región R limitada por las curvas y = f(x). y = g(x) de tal 
manera que f(x) > g(x), V x e [a.b] y las rectas verticales x= a. 

х =b pira alrededor de la recta у= с donde (р(х) > c), entonces el volumen del sólido 

generado al rotar la región R alrededor de 1а recta y = c, es expresado por la fórmula. 


=f roga- ye 
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OBSERVACION.- Sila región R limitada por las curvas x = Қу), x = g(y) y рог 

las rectas horizontales у= c, у= а, gira alrededor dela recta 
vertical x = k, entonces el volumen del sólido de revolución obtenido es expresado por 
la fórmula. 


Ejemplo.- Calcular el volumen del sólido obtenido al hacer girar alrededor del eje X, 


la región limitada por las gráficas у= E y- Vx, x=2. 
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Solución 


x ! 2 
y -ntf (х-х" es | (x^ —xMx] 
) 


j 5 1 5 ? 2 
Хо. Ж” Gv ыы 32 hal 
is «8 56-0 rias әр 
ІС 51, C p [5 э Е ) с 5) 
= 01 -2+6) = 50 л И =5П и? 


Consideremos una función у = f(x) continua en [a.b]. donde а> 0, у х) > 0. 
V x є [a,b] y sea К la región limitada por la curva y = f(x), el eje X y las rectas 


verticales x =a. x = b. 


El volumen del sólido de revolución S engendrado al hacer girar alrededor del eje Y, 
la region R esta dado por la formula: 
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OBSERVACION.- 
1) El volumen del sólido de revolución generado al hacer rotar alrededor del eje Y. 
la región R acotada por las curvas y= f(x). у= g(x) tal que f(x) > р(х), 


vxe[a.b].a20 es dado por la fórmula: 


Y = g(x) 


2) El volumen del sólido de revolución generado al hacer rotar alrededor de la 
rectax = c, la región R acotada por las curvas у= f(x). у= р(х) donde 
f(x) > р(х). V x e [a.b] y las rectas verticales x = a, x = b. donde a > c es 


expresado por la formula: 
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3) Cuando la región К está a la izquierda del cje de revolución, el volumen del 


sólido generado esta dado por la fórmula. 


Ejemplo.- Calcular el volumen del sólido generado por la rotación de la región R 


limitada por las curvas y= In x, el eje X. x = e^ alrededor del eje Y. 


Solución 
V =2п[>у х -2п| sin x dx 
1 


А liny ox , 
-e рэпе ХХ 
XK =E ( › 4) 


e Ine? el 1 
V = 200(———— - —)-(0 - —)] 
2 4 4 
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i) Si las secciones son perpendiculares al eje X, el volumen del sólido S es dado 
por la fórmula. 


donde A(x) es el área de la sección en x. 


ii) Si las secciones son perpendiculares al eje Y, el volumen del sólido S es dado 
por la fórmula. 


donde A(y) es el área de la sección en Y. 


Sección perpendicular al eje Y. 
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Ejemplo.- Un sólido tiene una base circular de 4 unidades de radio. Encontrar el 
volumen del sólido si cada sección plana perpendicular al diámetro fijo es 
un triángulo equilátero. 


Solución 


La ecuación del círculo es x^ + y? =16 el lado del 
triángulo equilátero ABC que es la sección transversal 


es de 2y, como su área A(x) = 2809 
2 
También se tiene — A(x)— ы 2 para triángulo 


equilátero, entonces: 
2 
A(x) = Ere = By? = 4346 —x?), Luego por simetría se tiene. 
: à 3l 256 
V= 2| А(хуйх- 2| зав «Dit 24 06x — A = ul u? 
0 


р 2-5 


O Encontrar por integración el volumen de un cono circular recto de altura h unidades y 
de radio de la base “a” unidades. 


A a 
La ecuación de la recta L: y= % x 
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Q Determinar el volumen del sólido de revolución generado al hacer girar alrededor del 


eje X. la región limitada por el eje X y la curva y -—x? *2x 43. 
Solución 
y=-x? 42x 43. completando cuadrados. 
y-4z-(x- 1)? esuna parábola de vértice V(1,4). 
Para y=0 => x*-2x+3=0 
> x=-1,x=3 


3 3 
V="| y ds saf x? +2x+3)dx 


тл 3 2 
281 (x° —4x” —2x* +12x + 4)dx 
-1 


V _512 и? 
15 


O Encontrar el volumen del sólido generado por la rotación de la región entre las curvas 


y=x1*+4 e у-2х? alrededor del eje X. 


Solución 


у=х? +4 2х? =x" +4 
2 т 2 
a ух" you zb xc 


V -n[ (о? +4)” - Qx? y ax 


2 
y -n[. (3x* 4 8x? +16)dx 
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(4) Найаг el volumen del paraboloide de revolución si el radio de su base es R y su 


altura H. 
Solución 
TY La ecuación de la parábola es x^ = ку como 
R | x=R, y=H 


ет» 77 — 2 i 
А ол" R? =kH = к= à. t1 


NT 
y X v= пр. са пре „ЖЕ UE 
у= — yd - 
TM 2 
"E RHN y 
2 
(5) Encontrar el volumen cuando el área plana encerrada por у--х! —3x +6, y, 


x + y—3=0 gira alrededor de y = 0. 


у=? -3x46 => y ра ЗУ parábola 
x? -3x 46 -3- x 


х? +2х-3=0 > (x*3)x-1)-0 


x=-3.x=1 


y -nf rc -3x +6)? - (8-x? dx 


І 
y nj ҚЫ «668 -4x? -Зөхөдлуйс- ATI и! и” 
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(6) Encontrar el volumen del sólido generado al rotar alrededor del eje X la región 


acotada por la curva y= e y las rectas у= 0, x = 2. 


Solución 


2 2 
r-n[ 'ах=п[ x*dx 
0 › 


К = мм Пи! 
! 
I 
1 
(7) Encontrar el volumen del sólido generado al rotar la región del ejercicio 6 alrededor 
del eje Y. 
Solución 


(8) Hallar el volumen del sólido engendrado haciendo girar alrededor del eje OX, la 
superficie limitada por la curva 4x ev - 4a, y la recta х = 0), у= 0. 


Solución 


V- nf ух = "| Ula V bx 
0 t 


ap 
e.” 
- 


= "| (а-24 ha ас 
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412 
(9 Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor de la recta x = a, la parte 
de la parábola v^ =4ах дис se intercepta por la misma recta. 
Solución 
Aplicando el método de la corteza cilindrica se 
tiene: 
y =220 [ta-x dx] 
(8 
И = anf (a — x)}l4axdx 
о 
" › › Зах"? ae 
y -snya[ (ax? – x ух = 8n Ja[- ADU - | 
) 
LU 
18:43 dés Bla IL s 
- Sal = E = и 
| 3 5 | 15 
(19) Calcular el volumen del sólido que genera la circunferencia es(y-3)' =l al girar 


alrededor dcl eje X. 


.. - - ? 3 
De la ecuación de la circunferencia х *(v-3) =]  despejamos y. es decir: 


(›—3)7 =1— «2, de donde tenemos: 
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Y -3441-x? ‚ У 4441-4427 
1 

y = 2л | (у; —y3)dx = 2n [ (8-41-х2 y -G-41-x2)? dx 
n 


L 4 — |! гу 
V =2л | 1241-х ах-240| dix? ах л Р-бл1и3 
0 


(1) НаПаг el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje X, el lazo de la 
curva (x – 4a) y? = ax(x —3a) , а> 0. 


Solución 


(x – 4a) y^ = ах(х - За), а> 0, entonces: 


2. ах(х-3а) 
х-4а 


, de donde tenemos: 


e ах(х-3а) d 


за , 3 
у-| уак-п( 
© 0 x—4a 


Е 15—161п2а°П з 


V 
2 


(2) Demostrar que el volumen de la parte del cuerpo de revolución engendrado al girar la 
hipérbola equilátera x? — y? = a? , alrededor del eje X, intercepta al plano х - 2a y 


es igual al volumen de la esfera de radio a. 


Solución 


и- п/” у?ах = nf" (x? -a? dx 


4Па? 1 


V= и 
3 


Que es el volumen de la esfera 
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Hallar el volumen del solido de revolución que se obtiene al girar alrededor del eje Y, 
1 "> ? 
la región encerrada por las curvas x^ -2y e y=x*-3x+4 у1аѕ гесіаѕ х = 0, 


x=2, 
Solución 


La ecuación x?=2y es una parábola de vértice V(0,0) discutiendo la gráfica de 


y=x?* —-3x +4. para esto calculamos su derivada. 


dy з ж. 

ЗГ aA -3-0 => х= + 1 los puntos críticos. 
x 

а?у diy 


--6<0 => 3máximo en x= -1 de donde у= 6, luego 


x=-1 


“бұ => 


2 


(-1.6) punto máximo. 

а?у 

E =6>0 => J mínimo en x= 1 de donde y = 2 
Ж. 


al 


Luego (1,2) es el punto minimo. 


Es 2n [xcreo - g(x)dx 
Ж nf x? -3x+4)-LJax 
о 2 
2 х! 
И -2п| (x^ A ad^ + 4x)dx 
0 2 
2 х" 
= 2f 1 + A)ydx 
V n u`’ 
5 


Sea R la región limitada por х-6- 2y?, х-4ғ” Hallar cl volumen del sólido que 


se obtiene de rotar la región R alrededor de la тс de 
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Solución 


у-Ш| 5 HAD 361-2. a Me 


4 dx "Ów AE 2 
4 1 (FE C2»! ig 


T ntf. P ag, [^ 425 ad En + En б at 
3 
"EN 
(15) La base de un sólido es la región limitada por la elipse Bs" . Hallar el 
P 


volumen del sólido, suponiendo que las secciones transversales perpendiculares al eje 


X son cuadrados. 
Solución 


Y 
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2 2 p? 
ure = y*-—(a!-xl) 


3 2 : а? 


Calculando el área de la sección transversal. 


Ap? 
AG) = y)! =4y? = 3 ta? —x*), luego el volumen es: 


h? 2 en q 3 2 
y «2 | Axis e 2[ 5 (a? уь 80, (a! x -— " (a? E y i 
к бас a” 34, ta? 3 3 
2 
yA 13 


Una comunidad agricola ha tenido una sobre producción de papas que desean 
almacenar en un silo, le encargan el proyecto a un ingeniero civil: el se da cuenta de lo 
que desean para el silo es que las paredes laterales estén limitadas por un cono que sc 
obtiene al girar la recta y = x alrededor del eje Y, y el techo del silo por una 
semiesfera de radio a, que se obtiene al girar el arco de circunferencia de radio a y 
centro en (0.2) alrededor del eje Y. Hallar el volumen que puede almacenar el silo. 


Solución 


Graficando 


El problema se resuelve trabajando en dos 


partes Y =V, *V;,. donde 
H rr ow Ad 
Y -л| (ya? -(у-ау ) dy 


Ж л[ (2ау— y* )dy 


2a^n 
3 


3 E] 
ntis! ad a 
V, =л(ау 3 ) / Е 
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3 3 3 
ny м na Jan am s 

өза ya Г 2 pobla de 
› л| у ду É 3 3 ME ал 


(17) Si el ingeniero que construyo la cisterna como una esfera de radio R = 1 desea hallar 


el volumen pero por el método del disco ; Cómo plantearía el problema?. 


Solución 


Para graficar solo necesitamos ubicar el centro de 


la circunferencia. 


СЕ (х=)? + y? =1 де donde уз4Ї-(х-13 


ahora aplicamos el método del disco 


y = 21 f^ (х)ах = "р — (x — 1)” ax = "(ох – х?)ах 


- 2 x B 8 _ 4л 3 
=л{х -A ,=.14-)-0==m 


Un depósito de gasolina tiene la forma de un sólido de revolución que se tiene al girar 
la región en el plano limitado por las curvas y?-3y=2x y х-у+2= 0 


alrededor del eje X. ¿Cuál es le volumen del depósito? 


Solución 
2 2 9 9 
y'-3y-22x, completando cuadrado y” -—3y+ 1 =2х+ 4 


у—ў -2642) de donde ж 
- x 
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| y! -3y=2x [y —3 y =12x 
Calculando los puntos de intersección: 4° "= 
х-у--2 |, y=x+2' 


(x+2)? -3(x+2)=2x, simplificando tenemos: x? «4x4 4-3x -6- 2х 


2 --l 
Х--х-2-0 > (x-2)x*1)2-0 > I 
[x22 


2 . oL . 
5-3у-1х > ysctüd2x4— 
y J J 2 yx 4 


2 3 Р ”” 
y= “|, кич „дезе Pas tee em (x2)? Jax] 
1 9 2 29 9 a 
y -nf, 6er ara lata )dx] 


= ох 957° (1 dmm мз узур 
у=л Qe m / Lea? W: 


9,8 3 


Von erae 


Aplicación de lu Integral Definida 419 


(19) Para una campaña publicitaria se desea hacer la cisterna de un camión para transportar 
vogurt de una forma muy especial. Un ingeniero civil acepta el reto de resolverlos cl 
problema. el se da cuenta que las paredes de la cisterna, están generadas por un sólido 
de revolucion obtenido al girar un arco de у = sen х alrededor del eje X ¿Que 


volumen de yogurt puede transportar el camion?. 


Solución 


| Р л ]- cos2x л. зеп2х ут л mn, 
К=л[ sen? x di a = [- /,*5 -0|- 
т |, х dx л|, 5 ах 13 2 | Ч 517 ] j;" 
©) Hallar el volumen de tronco dcl cono generado al girar el área limitada por 
! 52 
2y=6-x.y=0,x=0,x=4 alrededor del eje X. Rpta. 3 Mu? 
Q Hallar cl volumen del solido generado por la rotación de la región R limitada por la 


5 


curva гс sene'. х= 0. x= In) alrededor del eje X. — Rpta. (cosi — KE 


(5) Hallar el volumen del sólido generado por la rotación de la región plana definida por 


x^-y's20, 1 <, y > 0. alrededor del eje X. Rpta. > (8045 -64yu* 
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Hallar el volumen del sólido de revolucion obtenido al rotar alrededor de la recta 


y = -1 la región comprendida entre las curvas y= e y = 4 к. 


Hallar el volumen que genera la superficie limitada por la curva v = 4— г, у= 0. al 


512 
girar alrededor del eje X. Rpta. "s na 


Hallar cl volumen del solido generado al girar sobre el eje OX, la región limitada por 


3) Б 2% 
las curvas y N- x^ *l, y=- +4. Rpta. $H и" 


Calcular el volumen del sólido engendrado al rotar alrededor del ejc Y la figura 


4lla^ b 


acotada por 1а curva (2 ыг іші. Rpta. 
a 


Hallar el volumen del sólido obtenido al rotar la región limitada por el primer lazo de 


la curva е-е 'y/senx , y el eje X positivo, alrededor de la recta у = 0. 
Rpta. 24 е "yw? 


Dada la reg». n plana R en el primer cuadrante limitada por Зу — 4х = 6, 4v — 3x =X, 


x^ 4 (r- 2) = ?5 , Hallar el volumen generado. si se rota R alrededor del eje X 


4977 
Кра. ——u к 
20 


de 


Hallar el volumen del sóliao engendrado haciendo girar alrededor del eje OY. el arco 
de la parábola y^ =2 px comprendido entre el origen y el punto (Хү. уу). 


2 
TX 3 


Rpta. u 
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(3) 


(D 


(9 


O 


E © © 6 


O 


Hallar el volumen que genera la superficie limitada por y -xj, y=0,x=0, y, 


x = 4 al girar alrededor del eje X. Rpta. 647 i? 


А la parábola y? =12x, en el punto cuya abscisa es 6 se ha trazado una tangente. 
Calcular el volumen del sólido generado al girar alrededor del eje X, la región limitada 


por la tangente trazada, el eje X y la parábola. Rpta. 72II y? 


Calcular el volumen generado por la rotación de la superficie encerrada por y? =4x, 
x = y alrededor del eje X. Rpta. E пи: 


Hallar el volumen engendrado por el área menor comprendida entre las curvas 


1072 I u? 
5 


x! « y? 225 y 3x? =16у al girar alrededor del eje X. Rpta. 


Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje OX, la superficie 


comprendida entre las parábolas y=x°, у= Ух. Кра. E иЗ 


Calcular el volumen del sólido generado por la rotación de la región limitada por las 


curvas x+ y^ 43y 26, x * у= 3 alrededor de la recta y-3. Rpta. An иЎ 


Calcular el volumen generado al hacer rotar la región encerrada por las curvas 


(у-4)” -4-4х, y+ 2x = 2, gira alrededor de la recta y --1. Бра. 10811 u? 


Calcular el volumen del sólido generado por la rotación de la región limitada por 


y? 2 4(2-x), х = 0 alrededor de la recta y = 4. ps к E 


Calcular el volumen del sólido generado por la rotación de la región limitada por 


у = arccos x, y = arcsen x, x = 1 alrededor de la recta у=-1. Rpta. 06-л2)242 
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Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje X, 1а superficie 


лит ' x ! 
limitada por la catenaria y = а cosh(—), el eje X y las rectas x = + a. 
a 


3 
Rpta. a т y 


Hallar el volumen engendrado por el área comprendida entre las curvas у? =9x, 
2187 3 
10 


х? = 9у al girar alrededor del eje X. Rpta. ли 


Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje OX, la curva 


2 


3 
u 


y =sen? x enel intervalox=0 һаах=т. Кра. 


La región limitada por las curvas x?y? 21; у(х? +3)=4 gira alrededor de la recta 


164/53 2 


y + 1 = 0. Hallar el volumen del sólido que se genera.  Rpta. С28-3- —In9)u? 


Encuentre el volumen del sólido generado por la rotación alrededor del eje X de la 


región limitada por las curvas y=e*, x=0,x=1, y=0. Rpta. є?-!1 n 


2 2 


Calcular el volumen que genera la elipse = + T —], al girar alrededor del eje X. 


Rpta. 8П и! 


Un ingeniero civil piensa que para almacenar agua, una cisterna debe tener la forma de 
una esfera y construye una en la azotea de su casa de radio В = lm, y desea encontrar 
el volumen que puede almacenar pero planteándolo como un problema de integral 


definida por el método del anillo. Rpta. V — ұй y? 


Hallar el volumen, del sólido engendrado por la rotación de la región entre las curvas 


шүрх,Х == ‚ У= 0, rota alrededor del eje X. Rpta. 3 = зэл u? 
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Calcular el volumen del sólido engendrado por la rotación de la región entre 


y = sen x, y=sen?* x, el eje X, y 05х<5 y rota alrededor del eje X. 
Rpta. сэрэг 


Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la rotación alrededor del eje OX, de la 


5 
superficie limitada por el eje X y la parábola у= ax-x^, a >Q. Rpta. 55 Пи 


Determinar el volumen del cuerpo de revolución engendrado al girar la Cisoide de 


Diocles y? (а-х)= x^ alrededor del eje X entre х = 0 hasta x =5 , 
3 2 3 
Rpta. a mdi un u 


Hallar el volumen del toro de revolución engendrado por la rotación del circulo 


x! «(y-b)! = а? , alrededor del eje OX, con b 2 a. Rpta. 2a^ bn ^ y? 


Hallar el volumen generado en la rotación del área limitada por y — E у=4х -x* 


alrededor de la recta у= 6. Rpta. - пи: 


Encuentre el volumen del sólido que se genera si la región acotada рог la curva 
y =sen? x yelejeXdex=0 а x=x gira alrededor de la recta y= 1. 


2 


Rpta. x u? 


Calcular el volumen del sólido engendrado al hacer girar la región limitada por la 
2 
л(л +2) 5, 


gráfica y = агсѕеп x, y 0, x = -1, alrededor del eje Y. — Rpta. 1 


Hallar el volumen generado al hacer girar la curva y=x? +1 alrededor del eje Y 


desde y=1ay=5. Rpta. 87 и? 
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Encuentre el volumen del sólido generado al girar la región acotada por la curva 


y=sen? x yel ejeX dex - 0 a x= л gira alrededor de la recta x = 4. 


Rpta. En y? 


Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje OY, la parte de la 


г 1 
parábola y? = 4ax . que intercepta la recta x = a. Rpta. i Па? u’ 


Calcular el volumen engendrado por el área menor comprendida entre el círculo 


x? + y? 225 yla recta x = 4 al girar alrededor de la recta x = 6. 


Rpta. 2(150 arcsen = 90) u? 


Encuentre el volumen del sólido generado al girar sobre el eje Y, la región limitada 


por la curva y z (1-1) , el eje X y la recta x = 3, Rpta. n y 


Calcular el volumen engendrado al girar alrededor del eje Y, el área comprendida 


" ы гей 


entre las curvas у =x, y? =2-х,х= 0. Rpta. 


Hallar el volumen del cono eliptico recto cuya base es una elipse de semi-ejes a y b y 


cuya altura es igual a h. Rpta. E Пи" 


Calcular el volumen del sólido de revolución que se obtiene al hacer girar alrededor de 
la recta x = 1, la región limitada por los gráficos de y=|x?-2x-3|, у+ 1 0, 


х-2-0, x—4- 0). Rpta. 17z w 


Calcular el volumen del sólido generado por la rotación de la región limitada por 


2 
4a 8 8-1) y E 


a? y? -b?x? 2a? b^, |х| = a, alrededor del eje Y. — Rpta. : 
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Hallar el volumen del conoide eliptico cuya base es una elipse x* 42 у? =12 y cuya 


altura es 10. Ера. 2042 П и? 


Calcular el volumen del sólido generado por la rotación, alrededor del eje Y, de la 


32 
gráfica acotada por la curva ‚ мы » дэн =a”, Rpta. 1052 П a? 


Encuentre el volumen del sólido generado por la rotación del eje Y, de la región 


: 7 
exterioralacurva y =х*, y entre las rectas у= 2х—1,у=х+2, Rpta. 2 Пи 


Calcular el volumen del sólido engendrado por la rotación de la región entre 
x! +у? -9 y 4х? “Әу! =36 (región еп el primer cuadrante) alrededor del eje Y. 
Rpta. 611 и? 


Calcular el volumen del sólido engendrado por la rotación de la región entre las curvas 
y = cosx, y = 0, x = 0, donde x es mayor igual a cero y menor igual a 20 rota 


alrededor del eje Y. Бра. П(П-2)” 


Hallar el volumen del sólido de revolución generado al hacer girar alrededor de la 
recta x = -5, la región acotada por la curva у=х? —6x +13 ylarectax—y+3=0, 


Rpta. Sin y? 


Hallar el volumen generado en la rotación del área limitada por y=-x?-3x+6, y 


la recta x + y—3 = 0 alrededor de la recta x = 3. Rpta. Zn ui 


El segmento de la recta que une el origen de coordenadas con el punto (a,b) gira 


2 
alrededor del eje OY. Hallar el volumen del cono obtenido. Rpta. = n u? 
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Hallar el volumen generado en la rotación del área limitada por х-9- y, 


x — y— 7 = 0 alrededor de la recta x = 4. Rpta. cn и? 


Hallar el volumen generado en la rotación del área limitada por х? -4= у. у= -3х 


2 
alrededor de la recta х = 1. Rpta. = I u? 


: m 
El área acotada por las curvas y= сов х, у = senx еппех = 0 y x= Ж es rotada 


alrededor del eje x -2 , ¿Cuál es el volumen V del sólido generado?. 


У2 9 


Rpta. 2л-л” aT. 


Calcular el volumen del sólido generado por la región que quede debajo de 


у= 1 + sen x, sobre el eje X entrex = 0 у х= 2r rotado alrededor del eje Y. 
Rpta. 4л 4 (л- Du? 


Calcular el volumen generado por la región comprendida entre las curvas 


Log 
TU x? + y? =4, al girar alrededor de la recta x = -3. Rpta. 127? и? 


Calcular el volumen generado al rotar la región encerrada por la curva 
х?! + y?! =1 alrededor de larectax=4. — Rpta. 37° и? 


Sea R la región plana limitada por £,: 3x+4y=8, L,: 4x+3y=6, yla curva 
de curvatura constante k = con respecto а la intersección de £j, y Ёл. Calcular el 
volumen de sólido que se obtiene al rotar R alrededor de la recta x= 0 


(considere x < 0). Rpta. c П + п? ju 3 
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Hallar el volumen generado por la rotación de la región limitada por las curvas 


1007 3 
6 


улхіз2, 2у=х? «2x41. alrededor de la rectax=4. — Rpta. > Пи 


Encuentre el volumen del sólido de revolución que se forma al rotar alrededor de la 


recta x — 4, la región acotada por y=x? -бх? +8x, у= х? –4х, donde en ambos 


casos x e [0.4]. Rpta. 60.86 П и? 


-x? Р 
Calcular el volumen generado al rotar la curva y =x?e * alrededor de su asintota 


ын 2л 4 


Rpta. 2579) = 


Hallar el volumen del sólido obtenido al rotar la región acotada рог у = x? , al eje X 


y la recta x = 1, alrededor de la recta у= 2.  Rpta. a! 


Calcular el volumen del sólido generado por la rotación de la región R limitado por 


х +(y-3)? =1 alrededor de la recta у= 0. Rpta. бл?и? 


Calcular el valor del sólido obtenido al hacer girar la región R limitada por 
2 
х? + у? =1, х? + y = 4 alrededor de la recta х = 0. Rpta. TE 


2 2 
Hallar el volumen obtenido al girar la elipse E + n =1 alrededor de: 
a 


a) elejeX b) el eje Y €) larecta x=0 d) larecta y- b 
2 
Rpta. a) ын b) ал a?b c) 2л 2475 d) 2,4” 


Calcular el volumen del sólido obtenido al hacer girar la región R limitada por las 


curvas х= y? т җ=@— y alrededor de la recta x = 0. Rpta. Dre 
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2 
] 7 х 
Calcular el volumen generado рог el área comprendida entre las curvas у = rx 


y = 24 x , al girar alrededor del eje Y. Rpta. n 


Calcular el volumen generado por el área comprendida entre las curvas 


х?у” +16y? =16, x=0, y=0, х= 0, al girar alrededor del eje X. — Rpta. n^) 


Calcular el volumen del sólido generado por la rotación de la región limitada por las 
curvas dadas alrededor de la recta dada: 


a) ? х, y=x? alrededor de x = -2. Rpta. п u’ 
2 128 3 

b) у-4-х”, y=0 alrededor de x = -2. Rpta. qe u 

€) y-x!-5x! +8x-4, у= 0 alrededor de y 0 Rpta. ux 


d) yk 


,x=1,x=4, y=0 alrededor de y=0. Rpta. (n4 «r1 и? 
1 
е) E x51, x24, у= 0 alrededor de y = -2. 
NX 
Rpta. dn4«—)n y? 
f) y=e", y=0,x=0,x=1 alrededor de x = 0. Rpta. (e-1)z и? 
е 2 ч 45 3 
g) y=x+2, y" -3y-2x alrededor de y= 0. Rpta. гъ и 
h) у-У4-хі, уі, х=0, х-4/3 alrededordey=0. Rpta. 2743 и? 


1) х+у=1, Ух +y =1 alrededor дех = 0. Крга. сл и? 
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1) y=3x?, y=4-6x* alrededor de x = 0. Rpta. an 
к) х?у*+1бу* =16, x=0,y=0,x=4 alrededor de x = 4. 
Ера. 327[1-/2 tW 


Б 


La base de un sólido es un circulo de radio a, si todas las secciones planas del sólido 
perpendiculares a un diámetro fijo de la base son cuadrados, hallar el volumen del 


иу 


3 
sólido. Rpta. 164 


Un circulo deformable se mueve de manera que uno de los puntos de sus 
2 2 
circunferencias se encuentra en el eje X, el centro describe una elipse Ын + т =1 у 
а 
el plano del circulo es perpendicular al eje X. Calcular el volumen del sólido. 


2 
Rpta. 8л ab ц? 


La base de un sólido es un circulo de radio г. Todas las secciones transversales del 
sólido, perpendiculares a un diámetro fijo de la base son cuadrados. Determine el 


volumen del sólido. Rpta. $ Эн 


Hallar el volumen del sólido, cuya base es un círculo de radio 3 y cuyas secciones 


planas perpendiculares a un diámetro fijo son triángulos equiláteros, Rpta. 36-13 и? 


Un cilindro círcular recto de radio r es cortado por un plano que pasa por el diámetro 
de la base bajo un ángulo a respecto al plano de la base. Hallar el volumen de la parte 


2r Р 3 
separada. Rpta. EG tg а)и 
х? у? 
La base de un sólido es la región limitada рог la elipse m wy v T hallar el 
a? b 


volumen del sólido, sabiendo que las secciones transversales perpendiculares al eje X, 


3 


iis Es 4ab? 
son triángulos equiláteros. Rpta. B и 
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La base de un cilindro es un círculo de radio 3. Todo plano perpendicular a un 
diámetro dada intercepta al sólido en un cuadrado que tiene un lado en 1а base del 


sólido. Celcular el volumen del sólido. Rpta. 144 и? 


Un círculo móvil se encuentra en un plano perpendicular а! plano XY de modo que 
los extremos de un diámetro están sobre las parábolas de ecuaciones 
(1-2)? =2(у+1), 3(x-2)! =8(y-1), Hallar el volumen del sólido que genera 
dicho circulo móvil si el diámetro en mención es paralelo al eje Y y se mueve en la 
647 3 


región encerrada por ellas, Rpta. 15 и 


Un sólido tiene рог base un circulo de radio 1 y sus intersecciones con planos 
perpendiculares a un diámetro fijo de la base son triángulos rectángulos isósceles 
cuyas hipotenusas son las respectivas cuerdas de los circulos. Determinar el volumen 


del sólido. Rpta. qu 


La base de un sólido es un circulo limitado por x*+y*=25 y las secciones 


transversales perpendiculares al eje Y son triángulos equiláteros. Calcular su 


volumen. 


Dos cilindros de radio R se cortan perpendicularmente. Hallar el volumen de su 


intersección. Rpta. E R? 


La base de un sólido es un circulo de radio 2, si las secciones transversales 
perpendiculares a la base son triángulo isósceles con un cateto como base. Hallar el 


volumen del sólido generado. Rpta. €: 


La base de un sólido es una elipse cuyos ejes miden 20 y 10 unidades; la intersección 

de ese sólido con un plano perpendicular al eje mayor de la elipse es un cuadrado. 

32000 
3 


Calcular el volumen del sólido. Rpta. и? 
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La base de un sólido es la región entre las parábolas у= ri, у= 3-2x? . Hallar el 


volumen del sólido si las secciones transversales perpendiculares al eje Y son 
triángulos rectángulos isósceles, cada uno de ellos con la hipotenusa sobre el plano 


XY. Rpta. Ie 


La base de un sólido es la región limitada por y 21—x^. Las secciones transversales 
Е y 


del sólido determinadas por planos perpendiculares al eje X son cuadrados. Encontrar 


el volumen del sólido. Rpta. =, и! 


A una naranja de forma esférica y de radio а por medio de dos semiplanos, que pasan 
por un mismo diámetro formando entre si un ángulo de 30? se le extrae una tajada. 


Determine el volumen del resto de la naranja. Rpta. ru atu? 


Encontrar el volumen del sólido encerrado por el paraboloide сэр s =z yelplano 
z- 10, Крга. 100071 и” 

REN 
Hallar el volumen del segmento parabólico eliptico E" +29 = x interceptado por el 
plano x= a. Rpta. a? d pq nau 


El sólido de revolución se forma por la rotación alrededor del eje Y. de la región por 
la curva y=Yx ‚е eje X y la recta x = c (c > 0). Considere los elementos 
rectangulares de áreas paralelas al eje de revolución para determinar el valor de c que 


dará un volumen de 121117. Rpta. с = 1/2744 


Se hace un agujero de 2 cm. de radio através de un sólido de forma esférica con un 
radio de 6 cm: siendo su eje un diámetro de la esfera, Encuentre el volumen de la parte 


: 184 
restante del sólido. Rpta. cn u’ 
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Se hace un hoyo de 243 pulgadas de radio através del centro de un sólido de forma 


esférica con un radio de 4 pulgadas. Encuentre el volumen de la porción del sólido que 
224 
fue cortada. Rpta. E u? 


Hallar el volumen del obelisco cuyas bases paralelas son rectángulos de lados A.B y 


Ab c aB eb 


a,b respectivamente y la altura h. Rpta. 3 (ab + 


La base de un sólido de un círculo соп un radio de 9 pulgadas у cada sección plana 
perpendicular a un diámetro fijo de la base es un cuadrado que tiene una cuerda del 


circulo como diagonal. Encontrar el volumen del sólido. Ера. 1944 pulg’ 


Encontrar el volumen del tetraedro que tiene tres caras mutuamente perpendiculares y 
tres aristas mutuamente perpendiculares cuyas longitudes tienen medidas a,b y c. 


Rpta. et из 


Hallar el volumen del sólido de revolución formado al girar alrededor del eje X, la 
región D acotada por las gráficas de las curvas F(x) =4- 0-9 е 


б09-1%2(х-4) ylasrectasx=2,x=6. Rpta. 160-64-55) 


Hallar el volumen del sólido generado, al rotar alrededor del eje X la región limitada 


por las curvas C: y=ax-x?,a>0, Сү: y=0. 


La región limitada por la circunferencia x? + y? 42x 42y —2 —0, girar alrededor de 


la recta y = 3, calcular el volumen del sólido generado. 


a) DEFINICION.- El área de una superficie S obtenida por la rotación alrededor 
del eje X, del arco de la curva y = f(x) entre los puntos х = a 
y X= bes definida por medio de la fórmula. 
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OBSERVACION. 


1) Sila curva y = f(x) se hace rotar alrededor de la recta y = c se obtiene una 
superficie de revolución, cuya área es expresado por la fórmula. 


2) Si la ecuación del arco de una curva está dado por la ecuación у= g(y), 
V y € [c.d] en donde g es una función con derivada continua en [c,d] entonces сі” 
área de la superficie engendrada por la rotación alrededor del eje OY del 
arco de la curva x = g(y) entre los puntos y = с, у = d es expresado por la 
fórmula. 
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3) Sila curva x = g(y) se hace girar alrededor de la recta x = К, el área de la 
superficie de revolución está expresada por la fórmula. 


Ejemplo.- Hallar el área de la superficie del “Huso”. que resulta al girar una semi- 
onda de la senusoide y = sen x alrededor del eje OX. 


Solucion 


dy 
у= ѕепх => —— = с05х 
ах 


х 
Сото A(S,)=2M/ эр Фу -an( Vi ecos? x sens dx 


T 1 —— — 
= 205 X dcos? х+1+-1п|сов х ew] 4 cos x b/, 


А5,)--л|-21/2-іші 42) + In(-1+ 4/2)] 


A(S, ) = 20p42 +1n(1 42)? 


Aplicación de la Integral Definida 435 


Ejemplo.- Hallar el área de la superficie engendrada al rotar alrededor del eje Y, la 
hipocicloide x°? + y?? =g?* 


Solución 


«4 ы х Ч ar? уға dx " ma” UT 
е mm 243 ay 2/3 
213 213 
Como  A(S,) an[ ete nf (а!'®- узун + E в, 
у 
2/3 _ 2/3,5/2 
Ж 2/3 ,2/3.9/2 a" из. (а-у) а 
-2| ММ Жет Ж деші MÀ, 
_12а?х 2 
A(S,)= и 


(1) Hallar el área de la superficie generada haciendo girar la curva у= 2/6-х,х є [3,6] 


alrededor del eje OX. Rpta. En и? 


(2) Hallar el área de la superficie engendrada por la rotación, alrededor del eje OX. del 


arco de la curva y -e ” comprendida entre x = 0 y x = +, 


Бра. [42 +1ц(1+-/2)]П и? 


Hallar el área de la superficie del tronco engendrado por la rotación del circulo 


x^ 4 (y b)? = a? alrededor del eje OX (b> a). Rpta. 4abTI? и? 
(4) Hallar el área del elipsoide de revolución que se obtiene al hacer girar la elipse 
2 = 
- wu 


—— +2—- =] alrededor de: 
23 48 
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a) Suejemayor. Rpta. 2(164 — arcsen "la u? 


b) Sueje menor. Rpta. (504 > In 4)yz и? 


Calcular el área de la superficie formada por la rotación alrededor del eje X del arco 


de la curva 4у= х? -2 пх entre x21 yx=4. Rpta. 24z и? 


Calcular el área de la superficie de revolución que se obtiene al rotar, alrededor del eje 


X, el lazo de la curva дау? = x(3a х)? Rpta. За?л и? 


Hallar el área de la superficie engendrada por la rotación de la parte де la tangentoide 


de y = tg x, comprendida entre x 0 y x alrededor del eje OX. 


Rpta. |л(45-472) + П ade Dy 


En la figura se dan las dimensiones de un espejo parabólico AOB. Hallar la superficie 


de este espejo. 


16a? 2 
Rpta. 73 (5/5-9л и 


Hallar el área de la superficie (denominada Catenoide), engendrada por la rotación de 


la catenaria y=a. cosh(É) alrededor del eje OX, entre los límites x=0 y x=a. 
a 


2 
Rpta. e e”? -4)/П и? 
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Hallar el área de la superficie engendrada por la rotación del eje OY, del arco de la 


curva y = а соѕћ r (2) desde x = а hasta x = a cosh 1. 
a 


2 
Rpta. Эр (2 +senh 2)П и? 


2 


Hallar el área de superficie de revolución de la curva x =2-- 1 y , alrededor del 
е –9 
eje OX, comprendida entre у= 1, у = e. Rpta. 16 u? 


Hallar el área de la superficie cuando la curva 2x - уу? -1 Hn] y 4 y? -11, 


y € [2.5]. gira alrededor del eje OX. Rpta. 78 П и? 


Hallar el área de la superficie de revolución que se obtiene al girar alrededor del eje 


OX, la curva dada рог y? =4ax, desde x = 0 hasta х = За. Rpta. Tan и? 


Calcular el área de la superficie de revolución que se obtiene al hacer girar el arco de 


la curva у-2-е”, desde x=0 hasta x = 2 alrededor de la recta у= 2. 


e aisg’ 


"WR 2 
Rpta. ее“ —-/2 іт П и? 
рѓа. [ TE ) 


Hallar el área de la superficie de revolución formada cuando la curva indicada gira 
alrededor del eje dado: 


a) у-х”,хє(12| alrededor de y=-1. 
b) yzin(x—1) xe[2,e? +1] alrededor de x= 1. 


с) y=2x, x є [0,2] alrededor de х = 1. 


d) у=4+е*, хе(0,1) alrededor de у= 4. 
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Hallar el área de la superficie generada por la rotación entorno al eje Y, de cada una 
de las siguientes curvas: 


а) х=у?, ye [0,3] Rpta. 251030)? -1| y? 


b) 2y-x x? -14In(x -Nx? -1), x e [2.5] Крга. 78П и? 


8...3 
Hallar el área de la superficie engendrada al girar la elipse ЖЕ; =1, (a > b) 
a 


alrededor de: 


2,8 
a) Eleje OX. Rpta. 2ПЬ? + ш arcsen E, donde Е= ма? bi 
a 
2 2 2 
b) El eje OY. Rpta. 2ла? от Z y donde Е-34 20 
ч а 


Hallar el área de la superficie generada cuando la curva y = i ғ a 2 | x € [0,4] 


gira alrededor del eje X. Rpta. 


424л 2 
и 
15 
Hallar el área de la superficie generada por la curva y^ -21ny — 4x, al girar 


2 
107 u? 


alrededor del eje X. Rpta. 


Hallar el área de la superficie generada por la rotación de la curva бс? xy -у 4+30* 


esde х = с hasta х = Зс, alrededor del eje X. Rpta. c^n(20 1n ОТЫ 


Hallar el área de la superficie de revolución que se obtiene al girar alrededor del eje X, 


0 
la región R limitada por las curvas y +4x=2Iny,y=1, y=2 Rpta. 47 
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Q2) Hallar el area de la superficie de revolución que se obtiene al girar alrededor del eje X, 
3 
Y үз 208 
la región R limitada por las curvas у= а E .X€[1.3] Rpta. E 
x 


Consideremos una función f con derivada continua en el intervalo [a,b] y una partición 
P-ixy.x,...x,) del intervalo [a,b] que defina una poligonal formada por 


los segmentos rectilineos desde Р; у(х; 1, /(х;1)) hasta Р;(х;. f(x,)) para 
к= 1.2.....n. 


y = f(x) 


La longitud del i-ésimo segmento definido por la partición P es: 


por lo tanto la longitud de la poligonal definida por la partición P es: 


„Ўт ms m wa Te feci | 


i. 


a) DEFINICION.- Sea f: [a,b] ——> R una función con derivada continua en 
[a.b]: si existe un número L de tal manera que: 


- 


> 


Ls ТЭЗ 23 Hay ид 52/8 
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entonces diremos que el arco AP, de la curva y = f(x) es rectificable y al 


número L se le llama la longitud del arco de la curva у= f(x) desde el punto 
Б, (a, f(a)) hasta el punto Р, (b. f (b)) . 


b) TEOREMA.- Sea f: [a,b] — R una función con derivada continua en [a,b], 
entonces la longitud del arco de la curva у= f(x) desde el punto 
cuya abscisa es a hasta el punto cuyo abscisa es b es expresado por la fórmula. 


Demostración 
Consideremos una partición P —(xg,x;.....x,? del intervalo [a,b], tal que: 


üG-7xg €x, <..<х, =D. 


del triángulo rectángulo Р;, AP, de la figura se tiene: 


BB E? (А, у)? 01) 


donde Aj;x-x;-x;,; y A;y-f(x)-f(x;,). Luego a la ecuación (1) 


podemos escribir asi: 


LN A нам» Dy? AX 402) 
АЛ" 


Aplicación de la Integral Definida 441 


Como f es continua en [х; ,,x;] y f'(x) existe en [x, ,.x,]. entonces por el 


teorema del valor medio 3 c; e[x; ,.x;] tal que: 


ЛО) Оон 1) Ау 


X; —X; 4 Aix 


P(c;) .. (3) 


Luego de (3) y (2) se tiene: |5, 1Р2, Е Л +(f'(c,)7A,x entonces 


ке нА > Jie Gn A, pu [стода 


Т” dy 2 
r= |ы dx 


OBSERVACION.- Si g: [c,d] —— R es una función continua en [c,d], entonces 
la longitud del arco de la curva x= р(у) desde el punto 
A(g(c),c) hasta el punto B(g(d).d) es expresado por la fórmula: 


(1) Hallar la longitud del arco de la parábola бу = x? desde el origen de coordenadas al 
punto (4.2) á 


Solución 
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Como 6y=x* > БЭ, де donde 


NK. dy», Г х? . iyi 2 

= st de [E ёс-11, Jo x? dx 
TA 3.9 2 4 

L2 9-3 +уш|х+улх +9 []/ 


-18004-2109)-(04 2103-00» 2103) 5” - - 10045 Im3)u 


(2) Encontrar la longitud de la circunferencia x^ + y^ =а? 


Solución 


y-ya!-x! > ca DR 

ё dui _ 
- T dy.» ы” s x? 
г-2 ie dx-2[ + 


If = 2a[arcsen(1) — arcsen(-1)] = 2а(2- + Ян 
gm ve 2 2 


L = 2rau 


Calcular la longitud del arco de 1a parábola semicübica у? = х? desde el origen del 
coordenadas hasta el punto cuyas coordenadas son х = 4, у = 8. 


Solución 


2 13 3/2 dy 3 
2-1) -» ya? >» Lol 
у " йх 2 
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=f dy 2 -[ 9х,. 9% ? 
L-[ ІС? de Le dx- 7. 00/10 Du 


(4) Hallar la longitud total de la hipocicloide x°? + y??? =a”? 


dy 4 37 2 
Ша ШАРЕ TE 


dx 


dy 2 
--) 4 
Ж ? 


L-4[ 1+( 


: а 
beal Te 29 (27 -х2Эудс-4| ¿3 2. 
0 0 


й ü 
-4Гх 1/341 Mx - 6x? al” f = ба 


LU 


(5) Sea R la región del plano limitado superiormente por x? 4 y? =2 e inferiormente 


рог x° = —y?. Halle la lon gitud del contorno de la región К, 
Solución 


Calcular los puntos de intersección. 
2 3 

х =-y 

| 4 2 => y? -у2+2=0 


de donde у= -1 


A(1.-1) y B(-1,-1) 


del gráfico por simetría se tiene:  L=2(Lzz + Loa) ... (а) 
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Calculando L4.- se tiene х-42-у? .x20 


5 PE өк! 285-772 
L= -Г МЕЗ -Г Бодо» dy 


2 J2dy 
» ula arcsenC 7) № 2[arcsen1 — arcsen(——)] 
5 5- 4 
= A2 2[агсвеп! + агсвеп(®——)] = == АБ; + TUI = HE 
42 
12-2302", -0) 
4 
Calculando L5; setiene х- -y ,x2z0 
Гга = Қ», =y dy >La, integrando 
1 — 
Em 5-034126 -0 
gj = 03138) -« 


reemplazando (1) y (2) en (o) se tiene: 


yz, ME 8 эгж, 26-13 -16 19 
4 


----) dedonde L-( 
27 


Hallar la longitud del arco de la curva 8у-х 2 desde х = 1 hastax = 2. 
ғ 


Solución 
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Ж, Фра PEE - ов d. 
Como = | 1-(--) dx- [ цагын EL dx - [ diri авч іше: 
р 1 2 
-[ — (xf +24) =$ (x? aL, 


12 1. ls 1.31 33 
=== 4--1)-(--- =_= === 
252 ало jl 16" 


(7) Hailar la longitud del arco de la curva y -4x-x!, comprendido entre los dos 


puntos en que corta al eje X. Кра. L= 2x u. 
Q Hallar la longitud del arco de la curva y = іп x desde х= 43 hasta х-48. 
1,3 
Rpta. (1---11--)и 
pta. ( 41% ) 


2 


(3) Hallar la longitud del arco de la parábola semicübica 5 у? =x? comprendida dentro 


4 
de la circunferencia x? + y? =6 Rpta. E 
(2 Calcular la longitud del arco de la curva y=e* entre los puntos (0,1) y (1.e). 


Ера. Je? +1 „һ e 1-082 +), 
е 


(5) Encontrar la longitud del arco de la parábola y? =4рх desde el vértice hasta un 


extremo del lado recto. Rpta. [42 +1n(1+-/2 Jo 


(6) Si f(x) -[ Мсов (аг, encuentre la longitud del arco de la gráfica de f desde el 
О 


punto donde х = O hasta х = л. Rpta. 242 u 
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Hallar la longitud de la curva y=1n(1-x?) desde х=- а х=. 


2157] 
Rpta. (In(——) -—)u 
pta. (In( 5 ) 2) 
Encuentre la longitud del arco de la curva 9y? = 4x? del origen al punto (3,2,3). 
Rpta. FL 


2 


Hallar la longitud del arco de la curva cuya ecuación es y! = x? , comprendida entre 


los puntos (0.0) y (8,4). Rpta. 5; 104/10 и 
Hallar Іа longitud total del lazo de la curva 6y* —x(x-2)? six e [0,2]. 
8 
Rpta. 13 u 
Calcular la longitud total de la curva 8y* 2x?(1—-x?). Rpta. 42 ли 


Calcular la longitud total del arco dela parábola у- 24x desde х = 0 hastax= 1. 
Rpta. [A2 +1n(1 +4: 2)ju 
Hallar la longitud del arco de la parábola ay? — x? desde el origen hasta x = 5a. 
335 
Rpta. ——a 
мыш. 


2 


Hallar la longitud del arco de la curva х= F - In y desde y= 1 hasta ye. 


2 
Rpta. DIL и 
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09 


1 
Hallar la longitud del arco de la curva у=5 x" e Шал -1) desde x = 3 


hasta x = 5, Кра. 8 0. 


Calcule la longitud del arco de 1а parábola semicübica y? = o —1)* comprendida 


dentro de la parábola y^ = Rpta. 2 10/10 —8)u 


Hallar la longitud de la catenaria y =acosh(Ž) desde el vértice A(0,a) hasta el 
a 


punto B(b,h). Rpta. asenh(^) 
a 


Hallar la longitud del arco de la rama derecha de la  tractriz 


Tisi 
a*4a^ – у 
х= Ja? Lp к ет мұз desde у= а hasta у= b, (0<b<a). 
y 


a 
Rpta. aln(— 
p С) 


y 


Calcular la longitud del arco de la curva (232% + 7 
a 


=1 ‚еп el primer cuadrante. 


а? +ab+b? : 


Rpta. 
j a+b 


3 


Hallar la longitud del arco de la curva cuya ecuación es y= P eu desde el punto 


4 
de abscisa х = 1 al punto de abscisa x = 3. Rpta. = u 


Hallar la longitud del arco de la parábola y? «2px desde el vértice a un extremo del 


45 


lado recto. Rpta. г + 5 In(14 42 ЭЇр 
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Calcular la longitud del arco de la curva х = ln(sec y) comprendido entre y = 0 e 


= " Rpta. In(2 4 Ju 


х 
Hallar la longitud de la curva y -ШС- = entre las abscisas х= і y x-2. 
e = 
Ера. (In(e? +1)-—Du 
Hallar la longitud total dela curva (y —arcsen xy? -1-x?. Rpta. 8u 


Calcular la longitud de la parábola semicübica 2 y? =x" comprendida dentro de la 


circunferencia x? + y? =20. Rpta. 5; 010 -l)u 


Hallar la longitud del arco de la curva y= 4х —x? +агсзеп-/х. Rpta. 2u 


Halle la longitud del arco de la curva 8у = х“ +2x ° desde el punto donde х = 1 al 


punto donde x = 2. Rpta. и 


Determinar la longitud de la curva y^ Qa- x) =x? (Cisoide de Diocles) entre x = 0 


4-2-15 


ха. Rpta. жыз — + Ran) —— 
: p 7-443 
| 2 
Hallar la longitud de la curva y = sec? x+l as t ME desde х= 
ѕес х 
hasta x - Rpta. (43 —1)u 


Hallar la longitud del arco de la parábola у-іп|с 225 | desde x = а hasta x= b 


e? —| 
(0<a<b). Rpta. а—Б+1п(—- P 
е” — 


Calcular la longitud del arco de la curva дау! -х(х-Зау desde х = 0 hasta 


x — 3a. Rpta. 243a и 


Aplicación de la Integral Definida 449 


G) Hallar la longitud total de la curva 8a? y? =x" (a? —2х”). Rpta. a x u. 


(33) Encuentre la longitud de la curva 6y? =x(x-2)? de (2,0) a (8443). 


Rpta. 3u 


Encuentre la longitud de la curva Су” 5 xr —], en el primer cuadrante, desde 
a 


JIM: 2 3/2 
el punto donde х= 2 hasta donde х = а. Крга. шилж 
8 8(а —b”) 


(35) Halle la longitud dela curva 9 y? =x(x-3)?, en el primer cuadrante, desde donde 


6/3-4, 
3 


х = 1, hasta donde x = 3. Rpta. 


Determinar la longitud del arco de curva descrito рог у= Je? -1- arc sec(e”)-1, 


x € [0.4]. Rpta. де -1) 


5? Determinar la longitud del arco de la curva descrito por y = In(1— x?) desde x=0 


hasta х= E қ Rpta. 23 4183 
2 2 


3 
: : Ї 
Determinar la longitud del arco de la curva descrito por у= p + тб x є [1,2] 
x 


59 
Rpta. — 
p 34 


1 
Determinar la longitud de arco de la curva descrito por у= "and = 2! 2 ^ 


4 4n --7 
16 


хе (0,75) Rpta. 


3 
1 
Determinar la longitud de arco de la curva descrito рог у= e + 2r x є [2,5] 
x 


383 
Rpta. — 
: 20 
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P zm. 


INTEGRALES IMPROPIAS.- 


Por el teorema fundamental del cálculo se tiene que: si f es una función continua en el 
intervalo cerrado [a.b] y si F(x) esla integral indefinida de f(x) entonces: 


Ahora nos haremos algunas interrogantes, por ejemplo: 


¿A que es igual la integral 1 Ll En donde la función es definida en el intervalo 
2 х 


[2,+00> 


-i 
¿A que es igual la integral | m ? En donde la función es definida en el intervalo 
t X 


<-00, 1] 


á 
¿A que es igual la integral І ыг ? En donde la función esta definida en el intervalo 
х 


«0,4] 


2 
¿A que es igual la integral IN En donde la función esta definida en el 
"2 


intervalo [-2,0> 0 <0,2] 


A todas las integrales de estos tipos mencionados se denominan integrales impropias 
las cuales pueden existir O no existir. 
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з += dx 1 4 
Analizaremos la integral —,^ рага esto calcularemos el área bajo la curva 
? 


X 


] 
ут-а.усі eje X desde х-2 hasta x - b. 
Xx 


1 1 
Luego г жәке es igual а — , cuando b => æ lo cual expresaremos en la forma. 
24 3p 24 


[ "ue vay m, vd 1 1 
—-- lim | — = lim(————)-— 
42 х“ box 42 х“ bx 24 ЗЬ 24 


Se tiene dos tipos de integrales impropias que son integrales impropias con limites 
infinitos e integrales impropias con limites finitos. 


a) DEFINICION.- Si f [a,+0> —— R es una función continua en [a,+=0>, 


Яах 
entonces a la integral impropia 17 (x)dx definiremos por: 
a 


Si existe cl limite diremos que la integral impropia es convergente, en caso 
contrario diremos que es divergente. 


452 


b) 


c) 
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DEFINICION.- 51 £ «-ox,b] —— R es una función continua en <-«o,b] 


b 
entonces a la integral impropia [ /(х)4х definiremos рог: 


Si existe el límite diremos que la integral impropia es convergente, en caso 
contrario diremos que es divergente. 


DEFINICION.- Si Ё <-0,+0> ——> R es una función continua V x є R, 


entonces a la integral impropia [ T f G0dx definiremos por: 
[лов [подвода = tim одак» tim [годах 


Si las integrales impropias Г ТОдах, f. f (x)dx son convergentes entonces la 


integral impropia f f(x)dx es convergente, en caso contrario se dice que es 
-00 
divergente. 


(c es un número arbitrario en donde está definición no depende del número c que 
se considera). 


OBSERVACION.- Si f(x) 20, entonces las integrales impropias convergentes 
representan el área de la región plana que determina la 
gráfica de la función f y el eje X. 


Ejemplo.- Determinar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales 


impropias. 


Solución 


2 20 Я P -а? E bp? r Lud. 25 гч » | һе 
езіле е”) „Шт (e M EH 0) -(0-D]=1 


а-а” ~ 
^ ] [х[е * dx=1 es convergente. 
X 


Integrales Impropias 453 
547% ах . dx қ 
f, re um f, 1+х? g arctgx f, O а 
=arctg(+00) –агсір0 = E lec. 
2 2 
+00 dx Л 
| ==- es convergente. 
о I«x* 2 
Ө, [ e dx 
Solución 
1 
Геж-іт | Єфс- lim е^ f, = „Ит (e-e^)s e-e =е-0=е 
1 
Ё Í €'dx-e, es convergente 
Q [| x] e" dx 
4-о 
Solución 
ы =y? 0 — ё zi е0 =y? Р 5 
f Ix le dx=| Ixle dx+ f Ixle * dx = | g- Xe dx xe ах 
— lim [- -xe ахь „Шт [еа dx = lim E /- ET 
а->-«а ГЭРЭЭР а-- дн. % 0 
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(2) Ге “2 cos(bx), а> 0 


Solución 


HI B 
f e ^ cos(bx)dx = lim [ e ^ cos(bx)dx 
40 B—-« 40 
Calculando la integral | e ^ cos(bx)dx por partes: 


e " (bsen bx—a cos bx) 


je” cos(bx)dx = —-— 
a^ +b* 


+00 8 -UA A 
[ e" айыда = ie [a7 ads — li * Е В). ? 
8 6v Jo Bw a? +b? 0 


қ -ав (bsenbO —acosbO) ü 
= lim [e a — 
9+ а? +p? а-ы 


а а 
3 ХОНИН, 2 


a «b^ а-ы 


3 es convergente. 


4-0; ӨР” а 
л | e со фхХ) Х---, 
Ü a pe 


a) DEFINICION.- Si f: [ар ——> К es una función continua en [a,b>, 


entonces a la integral impropia [7 (x)dx definiremos рог: 
a 


x lim f 
“эс aa 


Si existe el límite diremos que la integral impropia es convergente, en caso 
contrario se dice que es divergente. 
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b) DEFINICION.- Si f <ab] ——> К es una función continua en <а,Б), 


b 
entonces a la integral impropia [ f(x)dx definiremos рог: 


Si existe el limite diremos que la integral impropia es convergenie, en caso 
contrario se dice que es divergente. 


c) DEFINICION.- Si f [a,b] — R es una función continua en [a.b] excepto en 
хэс donde а < c «b, entonces a la integral impropia 
definiremos por: 


7 ` b Е 
M (x)dx = рода» [годах = lim | годах lim D. f (xMx 


Si las integrales impropias [ годах y Г/ (x)dx son convergentes, entonces 


e 
la integral impropia [ (x)dx es convergente, en caso contrario se dice que es 
e 


divergente. 


Ejemplo.- Determinar si las siguientes integrales impropias es convergente O 
divergente. 


Solución 


l le - е 
ит -—=пт-2Л-—х/ * =2 timido 1) = 200-0) -2 
do fl=x «9040 «Дех 4-9 n £20 


| : ё =2 es convergente. 
( -Х 
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Solución 


x 


4£3(x-D?? «xf. 


— 
1 e E sim Gi 


= lim - ets +33? +17є]= 


с-з 


ха 72 
fx = о. es convergente 


1 In(2 +3/х) 
(9 Í, T ы 


Solución 


I. "а a На 27" 


E LAA A 1 In2+Vx) 
= lim |, m "a жәйт( m Y — Y 


= lim 3 Үс -4) A аара 
+ lim XQ + А а) - A ef 


3 3 1 3 
=3(—20 -4)— 0] — [Ind — 4) – t - д) + 311304) - 


1 3 1 27 
d шы” Dom mee 
40 - 41-2 n2(0 —4) —(0—0)) = -7-In3 


қ 1 In(2 4 3/x) 
l5 2 dx 


27 
= ге ев convergente. 
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CRITERIOS PARA LA CONVERGENCIA DE INFEGRALES 
IMPROPIAS.- 


CRITERIO DE COMPARACION.- 


Consideremos dos funciones f y g tales que 0<g(x)<flx) Vxe[ab» y 
además integrable en [a,t>, V t є [a,b>, entonces: 


i) Si n (x)dx es convergente, entonces [ena es convergente 


h 
ii) Si іші g(x)dx es divergente, entonces Lo (x)dx es divergente. 


Sea f:[ab]——>R una función continua en [a,b] excepto en el punto х= c; 


si f(x)20 y іт/(ді|х-с|”-А donde A x0, +æ en este caso a la función 


fx) lo aproximemos а /(х)- cuando x — c, entonces la integral 
impropia In (x)dx . 


i) Es convergente cuando m < 1. ii) Es divergente cuando m > 1. 


CRITERIO DE CONVERGENCIA CUANDO UN LIMITE DE 


INTEGRACION ES INIFINITO: 


Sea Ё <а,+оо> —> R una función continua en a < x < +œ, si f(x) > 0 y 


lim f(x)x" = А, donde A £ 0, +œ en este caso а la función f(x) los 


А А Е à ! 
aproximamos a f(x) арк cuando x — æ entonces la integral impropia. 
P4 


i) Es convergente si m> 1, ii) Es divergente sim < І. 
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Ejemplos.- Determinar si las integrales impropias son convergentes o divergentes. 


Solución 


"o ae +£ dx , 
[ ——£ [ “Ээ Vx € [1,+00>, como la integral. 
1 er 1 х 
+00 dx 1 А я - Е " 
[ == 2 ев convergente, entonces el criterio de comparación se tiene a la integral 
L х 


+оо dx 
[ -ұ--т 68 convergente. 
1 


Solución 


D Do 
f е" ѕепх?ах < la е "dx, V x є [0,+00>, como la integral 
0 0 


+00 
[ e *dx=1 es convergente, entonces por el criterio de comparación se tiene que la 
0 


bo 
integral 1 e" senx^dx es convergente. 
0 


| 


1 1 
55 V x € <0,1], como la integral ЖЕ =2 ев convergente, por 


г dx 
БЭХ... БЭР”, 
|, Ге зх “dx o Ax 


Lo dx AS 2 
lo 'anto | —-————  €s convergente por el criterio de comparación. 
o Ax? +3х 
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T dx 
9 | 2x 4A] x? a4 


Solución 


A la funcion dada los expresaremos asi: 


1 
Ix) = - 


2x 4 Vx? 4144 1 1 i 


4 
w + 156 — 
Xx (А9 

3 


cuando x — +оо, el denominador tiende a 1. 


I A 2 
Luego f(x)- = — de donde A=1l, т-- 
g H ) x^? х” 3 


Luego por el criterio c) de la convergencia resulta que | == es 
2x+ Nx? 4144 
divergente. 


b>0 


А dx 
6) laxe 


Solución 


A la funcion lo expresaremos así: 


1 1 1 22 4 қ 
fGx)-—————L-———(———————-) esta función es discontinua en 
3/х +254/х + x? Жэ жұлатын” 


x=0 y cuando x > 0 ala funcion f(x) lo aproximamos. 


А de donde 4-3. шэг. 
2 4 


/(х)— 


211? x" 


Luego por el criterio b) de la convergencia se tiene que la integral impropia 
г dx 
J Yx + 2% x +х° 


es convergente. 
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Hallar el valor de k para que la integral impropia f, Zu sea 
x^ x 


convergente. Luego hallar el valor de la integral. 


Solución 


Mx 


Ше: ДЕ 1 5 kx 1 
З.РЭР”ЭМ”Чү? Жк 
Ї CTs 2x41 8-»- К үе 2х+1 


4 К 2 1 b 
= EE IE +1)-71n/2x+1Df/, 


_ 1, A S. (bai 
= lim 2ац2-19 ^ im 2250 
ы ii 2x+1 M, 5m ( 2b 41 ) ] 
este limite existe cuando b — +o sí k=> 
ада 2 442 
[ 5 зэс. TERTE S Шеш, гш 
б 41 2y4l 2 bro 2541 2 “2 2 
Б 3 
Hallar el valor de a y b de tal manera que la integral [ Tuc Ме, Pau. фы), | 
o  x(2x«a) 


Solución 


А la integral dada lo expresaremos en la forma: 


+00 2 © x - 
[ (2х 2544 harf RE. LL меде lim 6-2 Ё РИА 
1 1 х b>+w Jl 


х(2х+а) 2х+а х 2x*a 
: a—b+2 
„im [Inx- 2 In(2x 4 a)] /, =[ 
К dim del x ]/ =! (1) 
2 ba (2x4 1) 92071 sd 
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la integral impropia es convergente solo cuando dentro del argumento del logaritmo el 
numerador y denominador sus exponentes son iguales, es decir: а-042:2 de 
donde a- b. 

4 1 


1 х? b 
2 lim іпс--Л/ =1 => йіт(іп-----іл-- 
25 (2х+а)” f, b>» (2b+a)} | (2жа) 


In( lim -E y =2 
2+a 


(2+а)? 


-2, aplicando logaritmo перегіапо 


: 2 =2 > Іп 
ға 


(--) =е? > Ex те > a-2e—2 de donde b= 2e-2 


[ m X Rpta. Conv. 2 
0 (x+1)"* 
xa Rpta. Conv. 1 

0 

i 
[ e' dx Rpta. Conv. е 
ІШ ах Rpta. Div. 

1 
1 өк Rpta. Conv. І.л2 
1 x(x+1) 


) 
[ хе” dx Rpta. Conv. —1 
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[= се Rpta. Conv. 1 
9 (1+х) 2 


f! arctgx dx 
Jo (1 Ф797 


© © 


Rpta. Conv. pri 


4-26 d 
[ —P— Rpta. Conv. ge ме 
1 (аах?) 


n 
[ х dx Rpta. Conv. eun 


e o 


+20 dx 
[ Rpta. Conv. 2 
O Li 
Ф) [x Rpta. Conv. 100 
x 
(13) [ e" sen bx dx Rpta. Conv Жж 
ы `  al«p? 
f y? +1 Rpta. Conv. 35 
+= 4 1 
(9 [| m " Rpta. Conv. ms 
ss 2 
[| 2. 6 Rpta. Conv. T 
+x" 


dx Rpta. Conv. — 


=—, 
% 
8 
> 
% ы 
У 
м 
-— 


©) 


[ х?е “ах Rpta. Сопу. — 
o 
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© © 


© © © © ® 00 @® 


© © 


rm xdx 
0 (x?49)? 


b ux 
[еа 


00 


EE A 
0 (х? +a? ух? +b?) 


іш х dx 


I dx 
b (2-69? 


эж —2x-1 
— dx 
Ї 33/2 (x -1)? 


не dx 
|, хү + x? 
Геке 


1+х 
+00 adi 
[ хе” dx 
-00 


[ xcosh х dx 


a 


MS 
-o |+ x* 


Rpta. Conv. 


Rpta. Conv. 


Rpta. Conv. 


Rpta. Conv. 
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2498... 
2ab(a + b) 


Rpta. Conv. ——— 


Rpta. Div. 


Rpta. Conv 


Rpta. Conv. 2 


Rpta. Div. 


Rpta. Div. 


Rpta. Conv. > 


Rpta. Conv 


ЖҰ" 
4 NL +1+1 


а? 


T 


1 


© © © © ® © |t 


© © 


ош © © 


to E 
Ixle ах 


—00 


жо dx 
ы 


[зз 
-0 x? +2х+2 


[jus e "dx 


—00 


po dx 
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> 2x dx 
Lam 
= dx 
l (x? +1)? 


но 2 dx 
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Rpta. Conv. 1 
Rpta. Conv. 5 
Rpta. Conv. л 


Rpta. Conv. 2 


Rpta. Conv. 


Sl » 


Rpta. Div. 


Rpta. Conv. 4. 


Rpta. Conv. т 


Determinar la convergencia o divergencias de las siguientes integrales impropias. 


[a 


f dx 
-23/х+1 

1 ах 
legerem 


Í dx 
о Jax-x? 


Rpta. Conv. 9 
Rpta. Conv. -3 


Rpta. Conv. 2042 —1) 


Rpta. Conv. II 
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G 


© © © © © © © © © 


© 0 


ps 


Lag х! 


== 
1 хх? -1 


р ах 
9 (х-1) 2 


LE 
9 х4/4-х2 


5 xdx 


f dx 
1 хүіпх 


^ dx 
haa 


[ x dx 
0 


4 2 
ax —x 


Rpta. 


Rpta. Conv. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Div. 


MN [3 


Conv. 6 


Div. 


|а 


Conv. 


Conv. 


Conv. 2 


Div. 


Conv. IIa 


Div. 


Conv. 


Conv. II 
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© © © © 


© © © © 


© © ®© © 


[ dx 
о (х-ІХх-3) 


3 dx 
ізет 


1--25--. a«b 
a (а) —x) 


Ї ах 

o (x 1)(х2 -8x +15) 
5 dx 

| lx —3)(5—х) 


-== a<b 
a J(x—aY(b— x) 


[ х?ах 
9123? ¿Ka 
L dx 
о  ]—senx 

dx 


о х2 2x 3 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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Conv. 5 
2 


Div. 

3 
Conv. — 
опу 5 


Conv. П 


Div. 


Conv. —— 


Conv. JE 
343 

Div. 

Div. 
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© o 29 5 8 € € © 


(9 


ө sec? x dx 


о Лех 


m2 
[ secx dx 
2 


Determinar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias. 


Cua 
© Ax(x4l) 


vs dx 
x xx +4 


= d 
\ xdx? —4 


Г dx 
xx? -1 


Г ах 


9 (xax? +4)? 
Г dx 
Ae 
T: (x? —2)dx 

1 


хх? -1 


45 dx 


Rpta. Conv. 2 


Rpta. Div. 


Rpta. Conv. x 


Rpta. Conv. 0 


Rpta. Conv. 1 


Rpta. Div. 


Rpta. Conv. 


Rpta. Conv. 


Rpta. Conv. 1 


Rpta. Conv. 0 


Rpta. Div. 


|а 
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9 (х+1)ах 


c Rpta. Conv. & 
AY? -x 2 


© 


2 

(1) | — жә Rpta. Conv. x 
1 (x -1)2- x) 
+оо ұз 

(12) | Р. Rpta. Div. 
" Xx 

(13) [p= Rpta. Div. 
e” xIn(inx) 

[ m. 5 Rpta. Conv. 1 
е  x(Inx) 

IV. Determinar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias. 

(1) WO Im Rpta. Conv. 
2 lr 
ний” 55. 

О) | dx Rpta. Conv. 
1 х] 
о y? 

(3) І E dx Rpta. Conv. 
* Ay i 
! sen(x?) 

О [ dx Rpta. Conv. 
ЭР” 

(5) |^ e" dx Rpta. Conv. 
0 

(6) І pr ĉn Rpta. Conv. 
e x(Inx) 
+00 13 

(7) [ РЗШ 2 Rpta. Conv. 
9 (x ах” +2) 
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© © © © © © © 


© © © 


Ч Inte? +1) ds 
1 


X 


f dx 
0 3h B x 


Г dx 
1 18-30 


“7 Sen x 
dx 


4!) X 


Г. хагсір х dx 
+ 


Ya 


[ хак 


[ dx 


o е* —cosx 
E 2 In(sec x)dx 
0 Ix 


l 2 Л 
[ x sen” (—)dx 
0 X 


Г senx ах 
| 


2 
х 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Div. 


Conv. 


Div. 


Conv. 


Div. 


Div. 


Conv. 


Conv. 


Div. 


Conv. 


Conv. 


Conv. 
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Problemas Diversos. 


1 5 dx : 
Mostrar que la integral | "E convergente para p > ] y divergente para p < 1. 
081 


: ы . -. ЗГ 20 қ 
Demostrar que la integral impropia | x(l- x^) “ах es convergente y la integral 
> 


, 


impropia | x(1+ 1?) ! dx es divergente. 


i ЖЭ Р 
Mostrar que la integral impropia ~ o a, CS convergente si 0<р<1 y 
ч (b—x)? 


divergente si p 2 1. 


{+ 243 


"* dx ҒЫ. n 
Demostrar que: ийн 


. Y - +y 1 
e" dx-2[ е” dx - { edt. 
0 | 


Te 


Y 


Demostrar que: | 


7 


! dx "(2 genx 
Demostrar que: [ ——— = | ах 
"arccosx J х 


Determinar un valor para n dc tal manera que la integral impropia 


. 4 1 1 
| ( - = )dx cs convergente. 
1 к“ +1 3r+1 


Determinar un valor para К de tal manera que la integral impropia 


Zu E 1 І 
| €— Ж )dx sea convergente y calculc la integral. 
І X + ] 2r Бр 1 


п 3x 
—— dx sea 
x*l 2x+n 


4 
Determinar el valor de n para que la integral impropia [ ( 
1 


3 
convergente. Rpta. n= 3 
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y 


1 


қ : қ қ Ape k 
Determinar el valor de К para que la integral im ia [ ——— — —— dx sea 
para qu gr prop 0 ( жж ЖТ T 


1 3 
convergente y calcular la integral. Rpta. k= E , —=In2 
2' 242 


ы “Жж 
x* lnx 2 x(Inx)* 
» 


Para que valores de k convergen las integrales | 
1 


Крга. Рага k>1 converge yk < 1 Div. 


Determinar el valor de k para la integral impropia [ Эн AA sea 
1; 2х4а2с x+l 
convergente y calcular la integral. Rpta. k= 1, 2102 
Hallar el valor de la integral impropia: 1 ЭЕ ЖИ Mr 
9 rar? хэ! 


Rpta. c ray 4 иңү 


Ма” Ма 


Sabiendo que: Ё ena (integral de Poisson) calcular las integrales 


impropias siguientes; 


a ах? 1 л 
а) [ е “ dx, а>0 Rpta. 1 Е 


b) ГЕ dx Rpta. үл 


с) Ї xle "dx Rpta. 25 


3 ^* senx 
Sabiendo que: | 
0 


d=> (integral de Dirichlet) calcular las siguientes 


impropias. 
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© © 


©) 


© © © 


b) 


d) 


e) 


f+” sen2x 


dx 
Jo Х 


гар sen ax 
0 x 


dx 


+% sen? x хоч 


+w sen? x pe 


p sen ax. cos bx dx 


Jo x 


Í, 
putos 
| 


Rpta. -4 
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Rpta. > Sí a» 0, E sia«0 o ѕіа = 0. 


Rpta. 
— 


Rpta. 


Rpta. 


л 
Rpta. — 
р 2 


Pruebe que la integral | Bem дү es convergente. 
ide: 


m 


ж 
4 


E Е 2 А 
ағы яа= 0, о sa«b 


Analizar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales: 


[^ 


a) 


Estudiar con detalle si la integral dada converge o diverge 


conociendo que Ө “л y v—Ine". 
Hallar los valores de a y b de tal manera que la integral [ ( 
1 
Hallar [ x"e "dx, (neZ^) 
0 


Evaluar 1 хе "dx 


4 
"sen x 

| di 
ЭР" 


И. ш жещ 
i Jx’ (сов0-е”)! 


o 2x? +b+a 


-Цах-1. 
x(2x +a) 
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Q2) Calcular [ хе “ах 
n 


1 2 
! : 2 4 E v (2x —l)x dx 

Q3) Analizar la convergencia о divergencia de la integral | mum 
0 (1+х) 


* 


APLICACIONES DE LA INTEGRAL IMPROPIA.- 


AREAS DE REGIONES Y VOLUMEN DE SOLIDOS DE REVOLUCION.- 


(1) Hallar el área de la figura comprendida entre la curva de арпеѕ у= —————., y cl eje 
ET Kx 
de abscisas. 
Solución 


La gráfica de la curva es: 
Como la gráfica es simétrica con respecto al eje Y 


se tiene: 


rI 


dx 


ЭЭ: 
! x^-ta 


A(r)=2/ y dx -2[ 


| | dx А ху 
A(R) = 2a? lim [| == =2a? lim arctg — / 
hos 40 жъъ ас hy a 9 


b 
= 2а° [im (arcig——arctg 0) = 24: arctg(»c) A(R)- a'n и? 
— a 


1 
y Su asintota x = 2a, 


(2) Hallar el área de la figura limitada por la cisoide y? = ч 
2а-х 


(а > 0). 
Solución 


La gráfica de la cisoide es: 
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Como la gráfica de la cisoide es simétrica con 
respecto al eje X se tiene 


277 
AURI =2[у& = 2 “Бол X 


Como la función es discontinua cn x = 2a 
entonces 


АК) = 2 lim | ч 4 | 


X 
Ұ2а-х 
Calculando la integral л хан -dx 


Э 
Sea qe 


dx ДАГ 


> dx-2zdz 
-2.-2- а- “do 
fi EE REF Rem 


ÉS А [seno = - 0- arcsen(—— 


а > ^а 
= 242a ѕепб - = 2а cos 40 


dn Y 


4а? sen? Ө-/2а сов80 40 


f- a ¿E 4 За cos8 


э ,,30 sen 40 
= Ва? | sen? 0 40 Medii Hen 20 lx 


Cambiando los límites de integración se tiene: 


wu E 3 3 30 40 af 
A(R)=2 lim [ FE qe qe y, 
ü Ұ2а-х ^] R л 


rau 


A(R) 23a? n u? 
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: "er 2|x| 4|x| 
(3) Calcular el área de la región limitada porlas curvas у= Жет 


Solución 


de A Со 
жю-(| E Г! 
> X 


"Ds [om 6, 
“1-х4 


0 +40 0 SY 
AQ =f Gizi dx« Í IN. de=3[ — ri xax эх 4 
- +X 


2753 ^ pex 


) S 
= lim a^ m i „22. 3 lim axctgx" / '+3 lim arctgx? ГА 
а->-ч. l+(x? "M 578 ) 1--(х? y а->- а bu 0 
: 2 A 3л 3л 
=-3 lim (0—arciga”)+3 lim (arctgh? —0) =-3(-агсір(оо)) + ру ъс 
А(К) = 3л и? 
(4) Hallar el área de la región comprendida entre las curvas xy = Í, у= ы 19 a la 
+ 
derecha de la recta x = 1. 
Solución 


Ubiquemos la región entre las curvas 
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h 
A(R)= lim | (ed 
ho.“ JI X 


Ж чий 


s l 2 h 
0 1 X MAJA Bee (Io. Ante +1) /, 


AG) =) lim jn 3M => „іт in 


1.4 | 
—In—) 2 — (0 -1n—) 
hu 4] 2 2 2 
428 3 
А(К) = (—1п 2)ы? 
2 
(5) Calcular el área de la región R comprendida entre la curva у = xe эз у su asintota. 


Solución 


Calculando la asintota: y=xe " ?- , cuando x э tx, у= 0 


Luego y = 0 es la unica asintota. Ahora graficando la curva se tiene: 


Se observa que la práfica es simétrica con respecto al origen. 
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, : ЭРЭ 
ЖК) = A, +A, =24, =2] y dr =2 lim [хе “'?Ду=2 lim -e * 2 
ы E E Ju b. J0 boss 0 
== lim (е2 —2-2(0—1 0 
.-1 
7 АСК) = Зи? 
© Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la superficie limitada por las lineas 
y=e*,x=0 e у= 0 alrededor del cje X. 
Y Solución 
ü Hl 
V -л| | e^ dx 
) 
И =л lim Pa 
а» f o-c 
эү 
ч е” 0 
аба 2 fa 
p £4 1 
V=x Їт(--5-)-л(--0)-2 V=Ey 
4-2 2 2 2 2 
L. 1 3х 
O Determinar el volumen de revolución engendrado al girar la curva у= — Е Ч 
x^ 
alrededor del eje X. 
Solución 


Graficando la curva que sc va ha girar 


Por simetría se ticne: 


V =2r | ' y^ dx -x[ E s 3 
0 " (17 +3)? 


Y =18x | е айн lim [ 
“ (y^ +3) h к-у x" 43) 
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=y l 
V =18л lim (+ arcig ——) 
һэ-= Ax? +3) a Pl 


1 л 
V =18л lim (+ arcig LEF =18x(0 + —— (—)) 
һө Ub? +3) аж 45 2/3 2 
y= 343 „ыз 
2 
y 
(8) Hallar el volumen del cuerpo que se engendra al girar la cisoide y? = ~ 
2а -x 
alrededor de su asintota x = 2a. 
Solución 


Aplicando el método de la corteza cilindrica se 
tiene: 


4 =M [Qa -хуу dx 


ш, 


V -n[" (x 2ax x? )dx 


y = mf” (2a х) === 


А 
V =2а`п? y? 


(9) Hallar el volumen del sólido obtenido al girar іа curva х+ху” — y ={) , alrededor de 


su asintota vertical. 


Solución 


Determinaremos la asintota vertical, para csto despejamos y es decir: 


Luego su asintota vertical es х = 0 (eje Y) por lo tanto la curva gira alrededor del eje 
y 
1+ y А 


Y entonces despejamos x: х = 
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Aplicando la simetria se tiene: 


y -an[ y x'dy-2In em - 
ы ZR 4 
b В. › 
V -20 lim | Ға Ж t 
brs Ji (1+ y^) 
и = у лж 
Scan yd => -1 
dv = > v= - 
| (I y^) | 2(1+ y”) 
A ; 
| — ся ? s e n ^. (2) 
9 aay y (+y) 2 


reemplazando (2) en (1) se tiene: 


, 1 b 
V -2П lim LJ. *—arctg y) / -2П lim ф---7--4 amus 
b (y^) 2 8 b — 204b) 2 


Р 


| ПМ з 
V =211(0+—arcty = — 
( 7? #(=)) 2" 


Calcular el volumen del sólido generado por la rotación de la curva 


ху? =9а°(3а - x). a» 0 alrededor de su asintota vertical. 
Solución 


En primer lugar determinaremos su asintota vertical para esto despejamos y es decir 


Ja—x ы қ ' : 
уз өз . Luego su asintota vertical es x = 0 (eje Y); ahora haremos la gráfica 
Ж 


correspondiente. 
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Como gira alrededor del eje Y aplicaremos cl 


método de la corteza cilindrica y como es simétrica 
con respecto al eje X, se tiene: 


За PE, 
y = 221 | x за |а Х ax] 
o Y 
Yu fa -Х 
= 12 Y dx 
9 % 


La función es discontinua en х = 0, entonces 


“РУ ar y? 
4.52 PROBLEMAS PROPUESTOS.- 
(1) Hallar el árca de la figura comprendida entre la curva y — 21 el eje OX y la recta 
x=1(x> 1). Rpta. Ем? 
Q Calcular el área de la región limitada por la gráfica y — = y su asintola. 


x^ +16 
Rpta. 16л u” 
© Calcular cl área de la región comprendida entre la curva y 2e " " yel eje X. 
Rpta. 2 w’ 


© Calcular el агса de la superficie limitada superiormente por xy = 1. inferiormente por 


ve *y-x-0Ü0.yalaizquierda рог х= 1. — Rpta. (In Уш? 
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O 


(9 


O 


Calcular el área de la figura limitada por la curva у(х? + 4) = Ax? . sus asintotas y 


sus ejes. Rpta. 8 и? 


: TNNT 2 x В 
Calcular el área de la región limitada por la curva y^ = ————, у= 0 y sus asintotas 


—xA7 
verticales. Rpta. 2II и? 
à : жы 2 1 
Calcular el área de la región limitada por la curva y^ — 1-2Г у= 0 у sus 
х(1-х 
asintotas verticales. Rpta. II ш” 


Encontrar el área dela curva. y? (а-х)- x^ (a +x) y su asintota. 


Rpta. Ge 2)а? и? 


Determinar el área de la región limitada por las curvas x(y — 1) = 1, 


] 
(y -l)r-x-1. ubicada a la derecha de la recta x= 1, Rpta. A 2)и E 


Hallar el área de la región, no acotada, limitada por la curva у? = 


;. por sus 
tX 
asintotas y el eje Y. Rpta. 2 и? 
х(х-=а)? 
Encontrar el área de la región limitada por curva y? EC y por su asintota 
а-х 
л-4 
(а > 0). Rpta. 5 а? и? 


2 


5 .. . 2 24 с 
Hallar el área de la región limitada por la curva y^ = y SUS asintotas. 


? 


Rpta. 4 u : 
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Hallar el área de la región limitada por las gráficas de y= arctg x, 2y= II, х-0. 


Rpta. no existe 
Hallar el área de la región limitada por los gráficos y = sech x y su asintota. 


л 
Кра. PE Р 


Determinar el volumen del sólido de revolución generado al hacer rotar alrededor del 


] 
ra ЖЛ, y=0. 


eje x. la región comprendida entre la curva y= 
Rpta. 37 u^ 


Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la superficie limitada por la linea 
3 


x 


y=e", x=0 e y=0 alrededor del eje Y. | Rpta. 27 u 


La curva xy? = 4a^ (2a — x) gira alrededor de su asintota, ¿Cuál es el volumen 


generado?. Rpta. 4а^л? и? 


Calcular el volumen del sólido generado al hacer rotar la región comprendida entre la 


curva x4 xy? = y, y Su asintota vertical y gira alrededor de su asintota vertical. 


3 


T 3 
Ера. —u 
ió” 


Calcular el volumen generado obtenido al hacer girar la región comprendida entre la 


y su asintota donde el eje de rotación es el eje X. 


curva y=->5 
xq 
2 


Ж д 
Rpta. — ii” 
аа” 


Calcular el volumen del sólido generado al hacer rotar la región comprendida entre las 


1 1 
curvas у---. у=-————, у que se encuentre a la derecha de la recta x = 1 y rota 


x x^-4l 


12-л 


3 
П u 


alrededor del eje X. Rpta. 
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@) 


e 


Hallar si existe el volumen del sólido de revolución obtenida al girar la región 


3 


2 
X 


comprendida entre la curva у= . y Su asintota, alrededor de la recta y= 1. 
1 


Rpta. 2z? u? 


Hallar el volumen obtenido al girar alrededor del eje X, la región situada encima del 
15-8104 ; 
== 


eje X y limitada por la curva (x — 4) y? = x(x -3). Rpta. 5 


La región limitada por la gráfica de y =e" ,X >0 y por sus asintota, rota alrededor 
yp 


del eje de coordenadas. calcular el volumen del sólido. Rpta. П и? 


Calcular el volumen del sólido generado al girar la región comprendida entre la curva 
xy? =9а°(3а х), (а> 0) y su asintota gira alrededor del eje Y. 


27 4 


Rpta. ап u? 


FUNCIONES ESPECIALES 


1° 


DEFINICION.- 


En esta sección estudiaremos las funciones conocidas como la función Gamma y Beta 
que se denota por F(x) y B(m,n) y son definidas en términos que una integral 


impropia. 


La función Gamma es una integral paramétrica definida por: 


Mx +1)=x Г(х), Ух>-1 


Demostración 


484 


2? 


3° 
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Por definición de función Gamma se tiene: 


; Е i Я P : 
reps и“ D 1o yy -[ we "du = lim | ute "du, integrando por partes 


poe 


ЇНЭ dw = хи" Тан 
(di . 
dv=e "du 


v=-e 
E x u JP Р si. E Р gi u 
Г(х+1) = lim [-u "e / «x и e фи] =0+x lim [ u e du 
po ü 0 pora «0 


-а( ие“ = хГ(х) л Г(х%1)-х Г(х) 
0 
I(nrl):sn! Упе2” 


Demostración 


Aplicando repetidas veces la propiedad 1. 
F(n + 1)2nI(n) = n(n- 1) Г(п-!) 
= n(n— 1)(n-2) l'(n—2) = n(n— 1)(n—2)...3.2.1 Г(1) =! 


Г(п+1)=п! VneZ' 


OBSERVACION.- ri) = А а Ру Ге” dy =1 
n 


ГЭЛ 


La demostración de esta propiedad està en el libro de Transformada de Laplace en 
forma detallada. 
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© 


© 


(9 


Ejemplos de aplicación.- 


Demostrar que Г( > = NP 


Por definición de la función Gamma se tiene: Г(х) = Ї u* le "du, de donde 
l v 1 Ї ре 
rt» [ v? e "du- | u шы "d 


Sea u=x? > du-2xdx 


Para x = 0, и = 0 ycuando x5», и — 20 


ri» |х дыз, ж-2Ге P dec ИИ = 
2 2 o 2 


Calcular la integral 1 хе “ах 


Solución 


3 
” Бей [еда E dr ga dr 
ja Үхе ж-(х е dx | x e md mid асы 2 


Calcular la integral [ xe “ах 
0 


Solución 


Por definición de la función Gamma. T(x) -| u* lg "du 
0 


1,2 


2 1 -1/2 
Sea u=x" > Хи EX de du 


Рага x=0, u=0, х э о, U->20, entonces 


485 
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ж 2 y > 1 
| хе” а= | le" dx= ЙГ ub ЛЭ 
0 1) 40 2 


5 
11” 32 -- 1 сесі 
=> Ты, “du= а? e "du 
2130 2 Јо 


Tu. 3 КҮ 3. Даса ERLCSNEN 1 
ER d той... E E rT 


2 


(4) Calcular la integral | Ган наг” 
ü 


Solución 


Sea uz 9х > gm = dn. S5 
9 9 


Para х= 0, и-»э0,х-ээс, и > 00 


> 72 3/2 ЕА 5, 
| xe ах | ыы есет | и? е “аи 
" # 27 9 24 


3 
Г 
21. 


MIU 
mr 
| 
E 


1 
"am За 


(5) Calcular la integral Í Jx e" dy 
0 


Solución 


"x yii 
Sea u- 8) > тын» => de= 


Para х= 0, u=0 para х >, u—» 


(6 


-3/3 
ЭС 1 “ э 
[ Ух e tà dx-[ и Р du = | и? е “аи 
ЖЕ 779” 
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© 


Solución 


Lr Lu нх 


u 


Sea u = -Inx > Inx=-u > үле“ > dx=-e "du 


Parax=0, u—x,x-1l,uzó0 


=e ан 1 [ 


[-—=—=—=-Е ; ый. 
0 4—31nx El Je -f 
] 
2 xz Їл 
boca Де 


Calcular la integral 1 74“ ақ 
( 


uy 
1,2 
и e "du 
o 


EE 


E Aa 2 1 : 
ЖЭ” цг” га "ums “©. и—2МЙп7х 
2410 


17 а= | eC a = Кс dn 
Ш 0 zs ENT 


OBSERVACION.- Еп la definición de la función Gamma T(x) -| gw" dh, 
0 


haremos las siguientes sustituciones tenemos: 


—u 


1?) Sise sustituye / Ze " => -dt-e "du 


1 
ісе" > hnt=-u => и=-1п/=1п-—- 
П 
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рагац= 0,1= l.u x.t. 
Г(х) sl. и? le"du- ШЕВ ! (-dt) = абу" | di = [ anc ! du 
: 0 1 ! 2.27 R^ u 
4 март 
es decir: T(x) -| Ino” du, х>0. 
0 и 


29) Para а>0, u=1" = ага! 


para u=0, 1= 0, u=1, 1=1 


f Шэн m. A gast ме NL lo t 4-1 
го) = [tinc du - [ 073 at dt = [ tinc) Г er" ч 


1 Ll a.a |n v-l a 

= [а ay as" !dt =a ІШЕ) “Үй, х>0 
t Ж. 

Ejemplos de aplicación. 


! 
(1) Calcular que: 1 [Ey ? di 


Solución 


1 
Г(х) =a" | мэр Ч” 
3 H 
! 10071) үгэ b. БР” Lo pud i 
ro) = (17 24 = | сә? : = | mco? (? dt 


3, leaf РИСТО [ЛИЛ гэ л, AAN 1 {1 
ге)- C"? | паса [P7 ES SE 


t3 


-424/л - an 
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(2) Demostrar que Т гийн = 27 
0 ТТ. 3 


Solución 


LE qaa A TEE 1l4 EX 
Dero а= |? de [ше lgs > x23. 4-5 


1 » 
como Г(х)=а* [ел а > НЕ 


Ал = E [ а 31 21? а, de donde tenemos: 


CA ATA 15 ИСР ТП 
ІШЕ) ! * me 9 [1 [1^ di- E 


In(-) 
t 
E y 1..р+1 
(1) Probar que [ хе” ах---Г(--).р>-1 
n 2 2 
Solución 
Sea с-х! = dz-2xdx > кеш c 
2x 2-12 
Six=0,z=0 ysi x>%, 2->> 
7 E ; ml 1 2 s 1 72 p. 1 T" 
[ sa aee | IR 5--а--| z 2 e "dz == | 2? е“ йт=— ne 
0 0 2 2 2% 2 2 


а, еш, re 


(Dn 


xr neZ .m»-l 
(m +1)” 


1 
Q Demostrar que: Т x” (Inx)” dx = 
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Solución 


de 


Sea nx=-u > x=e" > dx=-e "du 


Si x>30, > u>% six>1 > 1-0 


1 [] ) 
[а= | 5 mu (-uy" (e du) = | (-1) yu e (-аи) 


- 


Sea (m + lju2z > du- 


т-1 


Cuando u=0, 2-0, и э 20, Z=% 
1 m n п п —(m*l)u 7 п 9 n —(nmtl)u 
[na | рите Cà) =)" [ we Cao 


ST. mora 88 (-1)" ИР. а 
=(—1 ——)'e * ——— =] c dz 
e [ eos : ml (т-1)"" Í, ^ 


= 


_ (су [ mena. COT _ CU" nl 


7 (т+1)"" (т +1)” (my 
(3) Calcular Ге “ж. m,n,a>0 
Solución 
l -14, 
Hacemos и =ах" > x"=% > qye? > d=-(2)" 2 
а а па а 
Si х= 0, u=0;x>»w > иә 0 
1 т 1 
. ЖТ 14 Aa оа 
f eo Жын а= | (2"e" Ex. du -(—)" —(—)" ІШКЕ и" е "du 
0 an a an а 
pop E | mel 
= ig" e "du = ro ) 
m Jo At n 
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(4) Demostrar que: ra -2[ x?" le de 
о 


Solución 


Por definición Ги) = f н" le "du 
0 


А 3 - 4 T л M 4 E - 
2| Г 8 d - [ i дө ds - [ (х7Э" le " 2x dx 
o tj 0 


2 Ж 
Sea иу” => du- 2х dx 
Si x=0 = u—0; six—*,u—»x 


KJ 


2] хы “ах-| u” le "du-T(n) 
t 


2n | X- 


por lo tanto ron -2[ x" e dx 
4) 


4.62 | DEFINICION.- | Alafunción B:R xR ——=>R. definida por la integral 


(1) B(m.n) = B(n.m) 


Demostración 


I 
Por definición de función Beta se tiene: В(т.п)- [ 8.44 du 
t) 


Eduardo Espinoza Ramos 
Sea у= 1—и => dz --du. además cuando «+ 


1 0 1 
Bimm = | u” Ч1-4Г а) z" l-z)” 14: =|=" (1-:)” ! qz = B(n, m) 


Г(т)Г (8) 


Bin, m) = 
Dn 4 п) 


Demostración 


La demostración en detalle de esta propiedad sc hace con transformada de Laplace y 
el teorema de Convolucion y está desarrollado en mi libro de Transformada de 


Laplace. 
л 2 
| sen?" ! 9 cos?" ! Ө 46 Зани, т)= Timon 
' 2 2Г(т+п) 
Demostración 
. Г(т)г 
De la propiedad (2) se tiene: — B(m,m) -[ u" 1-и)" du NALLACO 
d T(m+n) 
Sea == 005° 0 => 4:--2с0808с8040 => зепбсов0 d0 = -5 


Cuando 0=0.z= 1; 0-7. z-0 


a2 3 mi? е 
| sen?” 0 cos?" 040 -| sen?" > 0 cos?" * Ө.веп@ соѕ0 40 
7 0 


л/2 
-| (1—cos? 0)” ! (cos? 0)” ! sen0 cosO 40 
(1 


ж ы КОРЕ өд... Y ү > nm д. 
seah 0-2": => 4 z)" !z" !q- 


Г(т)Г(н) 


= рь т) = 
2 ЭГ(т-н) 
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Calcular las siguientes integrales 


(1) [ota 


Solución 
1 
0 


[5 0-х)"4х- | x$'(—xy* 'dx=B(6,9) 


. T(6)I (9) 2 I(6)(9) 54. 518! 


T(649) Tas) 14! 819.10.11.12.13.14 


1.2,3.4.5 1 1 


91011121314 9111314 18018 


лі? 8 
(2) [ sen x dx 


LU 
Solución 


/2 л/2 
p sen?" ! б cos?! 040 = [| sen* Ө 40 = Bm, n) 


> 2m-1=8 > m=> 


2n—1=0 > над 
2 


ПОВИ | FER 

NOTO) -Г(-)/л 
ni2 

T7) TO) 
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пі? 
[ senf 6 соѕ Ө 40 
0 


Solución 


"ou 25-1 1 
| sen 0 cos 0 40- q PUR) 
0 


3 
гэр -6 "o 
2n-1-6 МА. 
2 
СЕА. 
TC C) 
ni 70, T T Ы РУ Е 07: 
6 6 = — В(—,—) = ен Зуу eZ 
[ sen“ 0cos* 0 40=—В0.5)=5 AA 
(бж) 
2-2 
225 n 457 15л _ 157 


- 8212345 321234 328 236 


dx 


1-a^ 


l 
Calcular la integral 7 -| 
Solución 


1 
Como B(m,n) -| u"  (1—-u)"! du, entonces 
0 


ЕЕ 7. 
22x)! > x=? > АЙ а- 


рагах = 0, 2-0; parax=1, 2-1 


AB р WEST : ETT Bui 
E 2 = L-z — e 
1 [ [a ya f ) 5 


а 


1 ! 
ЖЖ. ua Ите 253 x 
---| = =z) “dz --11 1-:)%“ d: 
EL 04) 4 4 (1-2) 
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122 1 
sipa 1, FA , Ye 5 
B 372 Сэр 1 1 7% 5 
Г(-4-- ГЕ; 
E 2) со) 
1 
гыў dx PER 
0 1-2 3 ге. 
СӘ 
(5) Calcular la integral 1 -| 
Solución 
Sea 2-х4 => x-z/* > x=: оғаш 
Para x=0, z=0; para 81. жей 


1 
г-| 
0 


аГа. а,” 
m. Жі x^) ж«-|й 


ы 1. - 
gy Eg, 
4 


] pl 


-- | 1 
| z 3^ (1-2) 1/24 24 г) E de TES 
4 Jo ^ 


Й”.-Г К, Né. hb 
Г(— + — re 
m 2 с 
(6) Calcular la integral 7 -[ zl 
9./-4/х 
Solución 
Sea с=/[х => x=:=* > dx-4zd 
Рагах = 0, 2-0 y para x=1, z- 1 


- үс» ТОГ ЮВ 4x) "^ dx= [a-2 


21242 ға =4f zü- yd 
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i rar 
1 Ын 
= [0-2 z -48(4,1)-4 Ч ... (1) 
0 
Г(4--- 
( 2) 

TS L1. Мб. 
Г(4--)-Г(-)--.-.-Г(-)---Г(- ss (2 
(447) -T() 27.5.5 T 16:60 (2) 

reemplazando (2) en (1) 
ч 
! dx іы €: 264 qa) 606) 642) 128 
a 105.1, 105 105 35 35 
D 


O 


Calcular la integral 1 е в Xd 


0 сов x 
Solución 
Sea z-—sen?x => dz-2senxcosx dx 


ата рага x = 0, 72-0, TEL з= | 


T 2 Men? х A к=" 24 беп! 95? У(веп2 395? x)" d - [^^ (sen? x? “ах 
0 сов? хуу? "e 0 


(1 —sen” V^ нэн 


“Гала ure Dom E k= 3 Ud 
— Ta pm 2 ?0- z)^? = 0 S eos? x 
4 l 4 : 
LAS Флуд аа ГЕШ. 
TC Г(---) 
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Calcular la integral 7 -| ха! -x° dx 
0 


Solución 


Sea x=asen8 > dx= a cos Ө dO 


Para x - 0, Ө-0, para х-а, 0-7 
и > ni2 г-зəз“ə“ң“----------- 

ral x' va^ -x'dx- | a^ sen? Ola? —a? sen? ӨасовӨ 40 
) 0 


y (273 A а 4 x/2 AD! 351 
=a Í sen” 6.cos* 0 46 =а [ sen” Ө.со8 2 Ө dO 
0 D 


3 1 
Ж. 3 7 гылт g* 2.47 = 847 
C. УЛ оу Ж Йй „йй, г ШЕ 
z Г(3--- T(— 2.—.—.—.—. 
|) t3 (2) 2.09) 79 лын 


4.63 EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


(1) Mostrar que f Pe deo 
| 


Mostrar que La er dec m 
Ч ü 82 


Mostrar que [ e 
0 


© 
© 
(2) Calcular f£ Е dx Rpta. Ё 
(9 


” 4 1 
Calcular [ e "^ dx Rpta. Ге) 
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© © © © © © © © © 


e 0 


O 


Calcular [ e Vs dx 
ü 
Calcular [ хЅе “ах 
1 
Calcular |! (х+1)”е x 
0 


(-1)” 
i 


Verificar que [ 
| 
Calcular IN “(+0 dt 
1 4 
Calcular | (Inx)' dx 
) 
1 
Calcular (пу 
ü 
] 
Calcular Гоз «к. nezo 
) 
| -— 
Calcular КІСЕ) йг 
o x 


1 
Calcular [mora 


Ї 
Calcular m 
1 
\* In(—) 
X 
I - 
Calcular. [ (——) dx 


ас-Г(1-р) 01-р 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


). [p] € 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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30 
243 


Le 
3 3 


— 


21(а-11Г(--а-1) 


24 


(071 


- 
-Г(- 
) (5) 


F(C-5) 
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Calcular 227 (pp 23 -А/л Г(2р) 


© Ө 


(2n n : 
-----, nez 
"n! 


Probar que. T(n + 2) T 


Demostrar que [: x d = E 
v 143^ 3944 


1643 


Demostrar que [ x(8—x!)'3dx2 A m 
0 27 


© © © 


П аж! 1 3 
Calcular | Ж - . 420, fap y deducir el valor de | ds 

941-х9 4 ^ 41-x^ 
” oi 

Q3) Calcular | n 29 Rpta. -n cosec (pr). ctg(pm) 
) +x 

478 jpmo Л 

(24) Calcular | tg x dx Rpta. — 


Calcular las siguientes integrales: 


a) Ї 41— x? dx Rpta. 
0 


б) 


rn) 


NE 


% 0 | Wr 


dx Rpta. 


кә |: 9 
ЦАГ 


4-/л: reo 


rc 
(3) 


л, 3 
€) [ sen 2x dx Rpta. 
) 


Calcular las siguientes integrales. 


500 
a) f - 5 ах 
0 І-х 
DI ох? 
b | ах 
0 1-x* 


D) Calcular І г 


Calcular las siguientes integrales 


4 1 Mn. 
x` dx 
a) Í х°е “фы ———— 
0 ( 


! (Inx)^? 
3.4 
Nar rx 
b) | ; 
Ü xx 
> gx 
& 1-5, 
0 l+x 


d) [ ET d» ый 


> ge 


: 2 te? 0 18^ Ө de 
n (14 tg0)* 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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80 itna 
243 24 


2л 


2 
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e Y dx л 
é ] 

f) uu Rag cH Rpta. —— 

1 D ы” +1)? р 


7 1 х dx ү E 
Evaluar == | ра Rpta. л + — 
Í, Jioc -3X7 -x) n (In ху 3 р n C) 
2 3 
Evaluar f Ух ах dE 


Rpta. 


do (x^ «Dx 1)? шил 5sen 


5 


Demostrar que paratodo m» 0 y п> 0: X B(m* I.n) + B(m, n + 1) = B(m,n) 


Probar que: В(т.1) zT ,m»0 
nm 


Probar que P(m +1, п) z— Bm, п). m>0, n» 0. 
n-4n 


© © 00 © 


1 
Demostrar que: Í yd -4" f lale n жу, т> 0, n»0, r»0. 
0 Е Е 


ь n 1 т л 
Si m.n = 1,23,..., probar que: 1)“ XX 
65) 9 ч c imr (m n1)! 
1 "d Үл Fon+>) 
Si m» -——, Demostrar que: LE [SAA шээг 
2 қ Jie -— 21 (m +1) 


1 37 rc T 
МЕ x x” pur, rc +5) 


© 


Sin > 0. Demostrar que: 1 


Sim >-1, n>-1 y b» a. Demostrar que: 


© 


[Г«-а"- x)" х= (b-a)"^"! В(т+1,т+1) 
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a)  Probar que Apip 2 EE 0<р<1 


p TEE 
à SE. n л 
b) Sin»? 1, Probar que: [ --0(088С-- 
91441 A n 
! | Q^ EE 
Sim>0,n> 0, probar que: B(m.n) -| —— —— — dx 
0 (1 x)" 


INTEGRALES DEPENDIENTE DE UN PARAMETRO.- 


b 
1> La expresión general de una integral dependiente de un parámetro es: [ Jf (x. t)dx que 
a 


sea naturalmente una función del parámetro t. 
F(t)= Fr (x, t)dx 


29 Continuidad de Е(1) 
Si f(x,t) es continua en el dominio cerrado a <x <b, c«t« d. 
La función F(t) es continua en el intervalo c<t<d 
3? Derivación: 
a) Casoen que los limites de integración no sean función del parámetro. 


dF(t) d [ d(f(x.t)) dx 


b) Caso en que los limites de integración sean función del parámetro a=q(t), b= y(t) 


m) 


F () 
Tof DR ro HO. otr.) LO 


dt D dt 


Si solamente fuera uno de los límites función del parámetro, será nulo el término 
correspondiente a 1а derivada del otro límite. 
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Los pasos necesarios para resolver algunas integrales por derivación respecto al 


parámetro. 


i)  Derivar respecto al parámetro y calcular el valor de la integral a la que da origen 
dicha derivada. 


ii Resolver la ecuación diferencial formada рог la derivada respecto al parámetro y 
el resultado de la parte (1) (calcular el valor de la constante). 


Hi) Dar al parámetro el valor adecuado para calcular el valor de la integral que nos 
piden. 


Ejemplo de Aplicación- 


(1) Calcular por derivación respecto al parámetro la integral: Ғ(а)- ' d : 


Solución 


Derivando respecto al parámetro (a) y calculamos el valor de esta derivada. 


2 2 
Uu UE) 2 2a > 
dF(a) =Í Е le х? = [ Ze х dx, calculando la integral 
da da BR 2 
Sea :=l > x24 > Фх---4 а: 
X 2 C 


Рагах = 0, z— 00; x, 750 


E a? 2 а? 2 
dF(a) -Ї 2a o Ї 2:7 Сіз ) а 
( а 


da a 


} "n 


2 


т5 


е (Ru 
=2| e 9 d--2F(o) 
0 


puesto que es la misma integral que la que nos piden. 
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-2Е(а) 


Luego tenemos ээх = 
da 


Ahora resolvemos esta ecuación diferencial 


E. -2da , integrando tenemos [ аа) _ 2 da => mr (а) = -2a + Inc 
F(a) F(a) 1 
00», қ ЖӨЖ н F(a)=ce 14 --. (1) 


с с 


ahora calculamos el valor de la constante de integración c por la cual damos un valor 
apropiado a a que nos facilite el cálculo de la integral que nos dan, para nuestro caso 


identificamos el valor de о, es decir a. = 0 y tenemos [ e" dx= T (ver función 
0 2 


Gamma) 


ahora damos el valor adecuado para obtener la integral que nos piden, para nuestro 


Caso о = о, 


l ас= Eu 2; F(a)= e? 


a? 2 
a ea 


23 


2 
x 


e x 


1 x? Al 


о Inx 


Calcular por derivación paramétrica el valor de F(n) = 


Solución 


Derivando respecto al parámetro (n) y calculando el valor de la integral. 


ПТ. ч 1 ned 
ср x ах de= | х"йх=^ g 1 
dn 0 9 


o lnx n+1/% n+l 
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Luego аро) = — , resolviendo esta ecuación diferencial 
n+ 
dn 
[ar = EY de donde F(n) = In(n + 1) + c 
n+ 


F(n) = In(n + 1) + Ink- ln k(n + 1) 


Haciendo n = 0 sacamos el valor de К, luego la integral que nos dan se hace cero para 


este valor de n. 


Luego F(0)=Ink=0 => k=1 porlo tanto Е(п) = In(n + 1) 


(5) Partiendo de F(a)= [ гээх “ЕЛ dn , calcular por derivación respecto al parámetro 
x 


el valor de [ iens dx 
o Ж 
Solución 
Ғ(ау- [| өр” TEE dx . derivando respecto al parametro 
x 
i. -[ -xe t Ea лын! е “х ерх dx ..- (1) 
da 0 x 0 


calculando la integral por integración por partes. 


| ТА дені du = —ae™ dx 
= 5 


|dv=senx dx V=-—COS х 


fe ах senx dx -—e “ совх-а| e" cos x dx 


dv = cos x dx lv=senx 


ax 


ү гео fau z—ge “dx 
— 3 
fe = sen x dx ——e ” cosx-ale 


senx+afe” sen х dx) 
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(1a? | e єрх dx = е " (соѕх+аѕеп x) 


и e " (cos x - asenx 
fe ох sen x qp, f Em. ... (2) 
ға” 


reemplazando (2) en (1) se tiene: 


, integrando 


iih. аё reco а 


2 2 


йа 1+а 


Е(а)= | + =—arctga +k 
a 


Para calcular el valor de k hacemos а = >, la integral de partida es nula es decir: 


F (0) = —arctg(oo) + k =-5+k =0 > k => 


por lo tanto F(a) = -arctgto) ek =-+k=0 > k=> 


haciendo а = 0, la integral de partida nos da la integral partida [ — de -2 
х 
л os x d | ' 
Calcular  7,(a.b)- | E Er стегі . basándose еп la integral 
Jo (a? cos” х+ Б? sen* xy 


dx 


2 2 3 2 
a^ cos” xa4b^sen^ x 


1, (a,b) = Г 


Solución 


Derivando 7; respecto al parámetro a 


2 
дг, (а,Ь) | EE rc Y --- (1) 
да 0 (a? cos” x+b* sen” xy 


ahora calculamos la integral 7, (a, b) 


Integrales Impropias 507 


Ж dx * sec? x dx Ха sec? x dx 
DS | AA A =f PTE. =Í 2 2 
0 a^cos x+b* sen" x a +6 tgx "ба  *(bigx) 
e. arct 4° tg x) f= Я derivando respecto a 
& аза” р 


оГ, (a, b) m 3 (2) 


ба аЬ 


Л 


2435 


reemplazando (2) еп (1) se tiene: E (a) => 1, (a.b)= 
a 


(5) Calcular [| Өкен dx 
( 


^ x(Ix?) 


Solución 


Introduciendo el parámetro 5. 


* arctg(Ax 
Sea F(A) -| ЗИШ а. derivando respecto al parámetro A 
0 хізх”) 
Р " dx = Ax*B Сх+р 
F'(A)- за E 3 3 -| 2 Y 2) ; dx ий а) 
9 (I-x (1-A x) ^ 1+х I-Ax^ 
1 _Ах+В, Ck«D _ (Ax* Bc 27x?) «(Cx Юу1-х2) 
зэ 01222) e 1622) (1+ х2 001+ 22x?) 


1 = А(А2х? + x) + В(А2х +1)+С(х? + х) + D(x? +1) 


1= (224+ C)? + (ВА? + Dx? + (4+ С)х+ BD 


З A=0 
ХА-С-0 С-0 
Е" 3 
А+С=0 1-2? 
B+D= D=- 
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| = dx А.е dx l - 2 х 
F'(A)- - = 7 arctgx /, ————у arctg Ах 
1-2” | I«x? 1-2? ! ж 1:33 іе lo ГЭ?” lo 
E. 1 A хл l1-A л 
“Жо 1-3) 21-22) 2053) 
— A — ЧҮ?! : “ГТ | 
Е adii xl => dF(A)- 7137 integrando FUSE balise 


para calcular el valor de la constante hacemos А = 0 
F(0) - 7 Inl+c=0 > с=0 


“© arcigAx dx _ 


Luego Ғ(2)- Tr 
J 


21804) para 3-1 


F(1) =f GEN ЭРЧ ТӨР 


0 х(14х7) 


1 
(6) Calcular el valor de [ TS 
ї 


ЧИХ” 


dx 
Solución 


: | р ^ 10+ : 
Introduciendo el parámetro A: F(A)= | MIFA U^ . derivando respecto a A. 
ү? 


0 


Е'(Ау= М x dx ¿(+ 4^) 


Jo (+ x20 А) 1442 (por el teorema de Calculo) 


x __А ‚Вх+С _ All+ ) (Bx COE 4 2x) 
((+х”)1+5х) |*Ax 1+x? (+A (+ x^ ) 


х= Ах? +1)+ B(2x? +х)+С(х+1\) => x=(4+2B)x? 4 (Be Ac) x 4 4+C 
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Mo А, 
e din Tm 
В-АС-1 = Б- 
pes 4 is 
tem 
14 47 
| .f(?-Adx (хад In( - 22) 
F(A)- 4 шүүслэг 
М; 1422 | 1+ 2х ee 144 
DM... In(l + A? ) 
Fo T хана? 2)+ Aaretgx] f^ + ma 
1 kl А In(1 + 22) 
F'(A)- yl- )+—1In(1 + A) + AarctgA] 4 ———— 
| 1+4? 2 ) E +4? 
FA) = | 0+2) — Em 


271.41 144? 


F(A) = |9 AO ARRA у, entonces F(A) =  arctg Аай + 29) ek 
, +À 


para calcular k hacemos А = 0 entonces F(0)=0=0+k => k=0 


l 1 іп 2 
Luego la integral que nos queda es: Ғ(1)- [ нЕ iu). dx = yugi. .In(2) = 4 5 

9 

Ama 

=—л 
8 
x" 1 go 1 
(1) Calcular por derivación respecto al parámetro el valor de [ ж ш: dx 
о пх 


Rpta. шш) 
п 
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Obtener por derivación respecto al parámetro / «Í x^ (Inx)" dx, para n entero y о > 1 
Rpta. / = (1) т (а 41) "! 


Integrar por derivación respecto el parámetro [ina +tg1.tg x)dx 


Rpta. -t In cost 


Utilizando е método de derivación respecto а! parámetro, calcular 


на 0—6cos x)dx Rpta. т1п9 


Sabiendo que Ғ(Ву- ГР sen(fix)dx , calcular el valor de 


1=[ o! sen Зх + x? cos3x)dx Rpta. 1-0 
„= cosa л л 
Calcular el valor de ] 2 ѕеп Ө агссоѕ{ )d0 Rpta. -— cosa + — 
ew sen O 2 2 
" nhx d 
Calcular el valor de До) = “Му MP ,0<х<л 


0 (coshx-cos a.senhx)? 


| 
l m 2 аав | © _ л 
sen” a tga 


Rpta. /(a)= 


I-cosa tga 


2 


i4 
Calcular el valor de /(a)= i ln +a sen? x) 
0 


sen' x 
Rpta. Қо) = 241 +а arctg/1+a +1n( E 
Q+ 


dx 
2 


sen” x 


Rpta. Қо) = nrar -I 


22 
Calcular el valor бс /(а) = І Іт(1 «a sen? x) 
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(D 


T 
Calcular el valor de la integral fina +cosx)dx Rpta. л xs 


! arctg x 
1+x 


Calcular el valor de la integral dx 


EL POLINOMIO DE TAVLOR.- | 


Los polinomios son las funciones mas sencillas que se estudian en análisis, debido a 
que son adecuadas para trabajar en cálculos numéricos, pues sus valores se pueden 
obtener efectuando un numero finito de multiplicación y adiciones. 


Las funciones logarítmicas, exponenciales, trigonométrica se pueden aproximar por 
polinomios. 


Existen muchas maneras de aproximar una función dada f por polinomios, esto 
significa que se comporta casi igual que la función en un punto. 


Si el error cometido en la aproximación es pequeña entonces podemos calcular con el 
polinomio en lugar de hacer con la función original. 


Nuestro interés es de obtener un polinomio que coincide con f y algunas de sus 
derivadas en un punto dado. 


Ilustraremos todo esto mediante el siguiente ejemplo. 


Supongamos que la función exponencial /f(x):-e" en el punto x = 0, la función f y 
р 


todas sus derivadas valen 1 y el polinomio de primer grado р(х) = 1 + x, también 
tiene g(0) = 1. 


También tiene g(0) = 1 y g'(0)=1, de manera que coincidan con f y su primera 


derivadas en cero, geométricamente quiere decir que la gráfica de g es la recta 
tangente a f en el punto (0,1). 
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Si se aproxima f por un polinomio de segundo grado Q que coincide con f y sus dos 
primeras derivadas en cero se obtiene una mejor aproximación de f que con 1а función 
g por lo menos en las proximidades de (0,1). 


2 
El polinomio О(х) =1+ Re. 


Tiene О(0)- Q'(0) 21 y 0"'(0) = f"(0)-1, la gráfica de Q aproxima а la curva 
f(x)2e' mejor que la recta q(x) = 1 + x; se puede mejorar la aproximación 
utilizando polinomios que coincidan con f y sus derivadas terceras y de orden 


superior. 


x? n 
Es fácil comprobar que el polinomio. Р(х) = ae Lts мээн Ll 
k! n! 


coincide con la función exponencial y sus primeras derivadas en el punto х= 0. 
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TEOREMA.- Sea f una función con derivada de orden n (n > 1) en el punto x = 0, 
existe un polinomio P y uno solo de grado € п que satisface las n + 1 
condiciones. 


P(0)- f(0), Р(0)-/Г(0). .... Р?0-/%0) e. (1) 


(О (0)x^ 


Tal polinomio viene dado por la fórmula. Р(х)- / .. (2) 
k=0 k! 


Demostración 


Sea P(x)-cg *extex? +...+C,x”, el polinomio que se desea obtener en el que 


los coeficientes c9.€;,...,c, deben determinarse usando las condiciones (2). 


Р(0) -со-/Х0) = со = /(0) 


2 = 
Р'(х) = су %2сэх *3e4x^ +... + пех"! 


Р'(0) =с —f'(0) > a-/'(0) 
P"(x) = 2с, +2.3c3X+...+ n(n -Dc,x" ? 


Г") 


Р"0)-2с-/"0) => с. = 


P'"(x) =2.3c3...+n(n— Dn HA 


f "(0 


P'()-23c,-f"(0) => == 


PO (x) =1.2.3..л(п —1)...(m—k)c,x” і 
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(4) 


f 
p (0) 21.23..k c, wy >C; ын 3 
” n fe 
ча - Ж (0)  k 
Р(х) = Усх = m 
К-0 k=0 s 
OBSERVACION.- 


1) ElgradodePes n <> f'"?(x)«0. 
2) P coincide conf y, sus n primeras derivadas en x = 0. 


3) Еп la misma forma se puede demostrar que existe un polinomio y uno solo de 
grado < n que coincide con f y sus n primeras derivadas en el punto x = a. 


Se escribe el polinomio P en forma ordenadas según las potencias de x —a y se 
procede como antes. Calcular las derivadas en x = a y se llega al polinomio. 


vs fO (a) А 
Р(х) = ) ——(x-a "NET |. 
(х) 2, y 0-4) (3) 
que es el ünico de grado X n que satisface las condiciones  P(a) = f(a), 
P'(a) = f'(a) ..., P? (a) = f а). 


El polinomio (3) se llama polinomio de Taylor de grado n generado por f en el 


punto а, 


4) Lanotación P= T, f ó T,(f) indica la dependencia del polinomio de Taylor 
respecto de f y n. 


5) El símbolo 7, se denomina operador de Taylor de grado n, cuando este 
operador se aplica a una función f, produce una nueva función Т„/ que es el 


polinomio de Taylor de grado n. 


6) Т, f(x,a), indica la dependencia respecto de a. 
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Cálculo con polinomio de Taylor. 


Si la función tiene derivadas de orden n en un punto a, entonces siempre se puede 
formar su polinomio de Taylor 7, f por medio de la fórmula. 


n, g(k) 
nso =) а-а) 
Е-0 s 


Ejemplo.- El polinomio de Taylor de grado n generado por la función exponencial 


f(x) =e* enx = 0 es dado por la fórmula. 


Т, /(х) = жш: El х“, donde (х) 2e" > f(9(0)-1 


Kk=0 


n 


х2 
Т.(е”у- Yu lxt t аж. 


y el polinomio de Taylor de la función /(х)-е” en el punto x = 1 es dado por: 


s ovS f") k (k) x 75) 
T, (e 123 7. 0 , donde f" (x)j-e" > (1) =е 
k=0 5 


п 2 k 
Т,(е") = ENTE Y 


=й ” 


algunas veces el cálculo de las derivadas / (a) es muy laborioso, por tal motivo 


veremos otros métodos para determinar polinomios de Taylor. 
TEOREMA 2.- El operador de Taylor 7, , tiene las siguientes propiedades. 
i) Limealidad.- Si c, y с; son constantes. 


T, (cif +628) = eT (P) *eoT, Cf) 
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ii) Derivación.- La derivada de un polinomio de Taylor de f es un polinomio de 
Taylor de f' es decir se tiene: 


у= TE О”) 


iii) Integración.- ^ Una integral indefinida de un polinomio de Taylor de f es un 
polinomio de Taylor de una integral indefinida de f, es decir si: 


8(х)- [7 (941. se tiene entonces: 7, ,g(x)- (7,1 (Hat 


TEOREMA 3.- (Propiedad de Sustitución) 
Sea р(х) = (сх), siendo c una constante, se tiene entonces. 7,g(x,a) = T, f(cx.ca) 
En particular, cuando a = 0, tenemos 7,2(x) = T, f(cx) 
Demostración 

Como  g(x)- f(cx), por la regla de la cadena se tiene: 

g'(x) - c f(cx) 

g"(x) =? f" (cx) 

g"'(x) «c? f" (ex) 


g' (x) «c* f " (ex) 
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Ejemplo.- En el polinomio de Taylor correspondiente a la función /(х)-е”ев 


2 n n k 
a X х x ON 
decir: T,(e)=1+x+—+.+t—=)>)—, al sustituir x por -x 
2! 1 m 
nt =: 


n 


2 n k 
encontramos que: T (ет мн Эн —— -1 wd, -1 RE 
q (е) ys нийн" 2c», 


Ejemplo.- El polinomio de Taylor correspondiente a la función f(x) = cosh x se 
obtiene utilizando 1а propiedad de Linealidad. 


1 ; 5 
Como coshx- е +e *) se tiene: 


1 КЕК. a x” 
T,, (cosh x) =— 7,, (e?) 4 - T. rede bush 
эп ( x) 2 эп( ) » 2n (e ) 2! 4 (2п)! 


2n-l 


3 
Derivando se tiene: T5, (senh x) = x + FE 
3! (2n -1)! 


TEOREMA 4.- Sea P, un polinomio de grado n > 1, sean f y р dos funciones 


con derivadas de orden n en 0, y supongamos que: 


ГО) = P,G)* x" р(х) ... (a) 


en donde р(х) > 0. cuando x — 0. El polinomio P, es el polinomio de Taylor 


generado por f en б. 
Demostración 


Sea (х) = f(x) - P,(x) = x" р(х). derivando repetidamente el producto x" р(х), se 


observa que h y sus n primeras derivadas son 0 en x = 0. 


Por consiguiente, f coincide con P, y sus n primeras derivadas en 0, de tal manera 


que Р,-1,/ 
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Ejemplo.- De la identidad algebraica. 
n+l 


X 
amna ФАК» 
1-Х 


,Vx£1 .-. (1) 
-х 


La ecuación (о) se satisface con н эн P,(x) 019 xt... x" y 


g(x) pem . puesto que g(x)>0, cuando x— 0 y el teorema 4 nos dice que 
-Х 


A rex Pen" 
1—х 


Otro polinomio de Taylor se consigue integrando 


n+l 


2 3 
X X Xx 
T, 4, (-In(1 -x) 2 x + — ++ 
s IO кы a. n+1 


Si en la ecuación (1) reemplazamos x por —х? 


se tiene : 
2 хээ 
7 =1- =x? «x* +..+(—1)°х?" -(21)" ——— 
lex” 1+х° 
aplicando el teorema (4) encontramos que: 7;,( 


A 
X к-0 


х 


n 2k +1 
integrando esta relación llegamos a la fórmula. 7,,,., (arctg x) = > EN 251 
T 
k=0 


DEFINICION.- El error se define 


E, (x)= 00) —T, f (x) 


. Luego si f tiene 
derivadas de orden n en a, se puede escribir: 


а. f 


/ 134 a) 
Ғод- > ышк Ын (х-а) + E, (x) .. (D 
k-ü 
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la ecuación (I) se denomina Fórmula de Taylor con resto en E, (x) 


La fórmula de Taylor es útil cuando podemos estimar la magnitud de E, (x). 


TEOREMA 5.- Supongamos que f tiene derivadas segunda f'' continua en cierto 


entorno de a. Entonces, para todo x en ese entorno se tiene: 


ТО = (а) + f" (ax — a) * E, (x) 


en donde Е,(х)- fo —0f"(Odt 


Demostración 


De la definición del error podemos escribir 


Ех) = f0- f ()- Гах а) = | f (dt — f IF -| L^ ()— f'ar 


la última integral puede ponerse en la forma [ я dv , donde и = f'(t)—f'(a) y 


v —t— x, así mismo T -/"4) y = =1, de donde la fórmula de integración por 


partes nos da. 
E, - [и dv-w f- [ауда - |(х-)/''@ш 


puesto que u = 0, cuando t = a y v = 0, cuando t=x con 10 cual queda demostrado el 


teorema. 


TEOREMA 6.- Supongamos que f tenga derivada continua de orden n + 1 en un 
cierto intervalo que contenga a. Entonces, para todo x en este 
intervalo, tenemos 1а fórmula de Taylor. 


n (k) 
fo) Y LO x-a +E,(x) 


k=0 k 


Siendo E, (x) =+ ж-е f (gat 
m da 
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Demostración 


La demostración se hace por inducción respecto a n. ya se ha hecho para n = 1, 
supongamos que se cumple para un cierto n, luego se debe demostrar para n + 1, 
escribiendo la fórmula de Taylor para n + 1 y n y luego restando. 


n+l c(k) 
0692 Y — a-a Б, 9) 


(k) 
Хо) = о Oa- а) +Е,(х) 


(п+1), 
Ens (x) = B (x) AU -ау"" 


28 n+l 
Como E, (x)= -[ (x — 1)" FM (dt y observando que = = n (t — a)" dt 
т: а n+ a 


se tiene: 
Lg IU E. t 
E, 40) | Pa — | 6-0" at 
ті da n! a 
lp np p(n+1) (п+1) 
== f, ооо 7 аи 


La última integral puede escribirse еп la forma [^ dv, donde 


pal 
и= f"D(g— fm) y y= E de donde integrando por partes y 
n+ 


teniendo encuenta que u = 0, cuando t = а y que v = 0 cuando t = x encontramos que: 


E, (x) = IL des —— [v du= Em 1 Г(х-ау y na 


esto completa el paso inductivo de n a n + 1, con lo cual queda demostrado el teorema. 
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ТЕОКЕМА - Sila derivada de f de orden n + 1 satisface las desigualdades 
ms f" («M ... (В) 


para todo t en un cierto intervalo que contenga a, entonces para todo x en este 


intervalo tenemos la siguiente estimación 


Эн n+l - n+l 
LII" se M Si х>а 
(n +1)! (n +1)! 
yal 2 ЭЛЧ 
та-ау- аук dy с MO si х<а 
(n 41)! (n +1)! 
Demostración 


Supongamos que х a, entonces la integral para Е,(х) se extiende al intervalo 


[a.x]. V t € [a.x], tenemos (x ^£)" >0 entonces a la desigualdad (В) se expresa: 


m(x Mg (х— Чу UB press < — 
n: ni 


integrando de a hasta x, encontramos que: 


E E руп (m1) % 
"Го-та<І EN 51 (x—t)" dt (1) 
т. Ja n! n! 4а 
seau-x-—t > du---dt, de donde 
т; a - n+1 
[ (x-0' dr- | илди nin 2.02) 
u o nal 
=з n+1 " n+l 
reemplazando (2) en (1) se tiene: араг. sip t _ 
ты п-1 
Em n+l - "+1 
mí(x —a) « E, (X) € M (x —a) 


(пы) —— (n1)! 
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Si x < a, la integración se efectúa en [x,a], V t e [x,a]. 


Tenemos t > x, con lo que (-1)" (x - t)" =(t-x)” 20 
А al desigualdad (В) lo multiplicamos ыа аза 
n! 


m(t — x)" 


M(t- x)" 
n! n! 


Ж 5 + . 
sl po DONE . que es lo mismo 


M(-' x-1()" 


т(-1)"(х-07 С)" (х 0)" 
1 т 


1 
т т it 0 £ 


ahora integramos de x hasta a. 


f m(-1)" (x —-1)" 2 sf Ye -t)" f"? ars |" Maroc 4 
x n а п. 


х т 
al сүүл" 
- т(а x) < pA E, (x) < М(а х) 
(п +1)! (n +1)! 


Si f es una función continua. en [a,b] para cierto c e [a,b], se tiene la integral de 


Г (х)ах = f(cY(5—a). 


Suponer que f у g son continuas en [a,b] Si р no cambia nunca de signo еп 


[a,b], con c e [a,b], se tiene: 


[7 (х)е(х)ах = f (o) «дах 


otras formas de la fórmula de Taylor con resto, explicando el Т.У.М.Р. para integrales 


tenemos: 
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[о-о а= о e-0*a- roe = m , ce [ax] 
I (сух a)" 
Luego el error se expresa: E,(x) = ———— f" (сїх-а)/ = ZA 


п\(п+1) (n +1)! 


Forma de Lagrange del resto. 


OBSERVACIONES 


: f €" (x) esta calculada en c desconocida y no en a, el punto c depende de x y 
de n. 


- . Suponer que f”*”, existe en (h,k) intervalo abierto que contiene al punto a y 
que f" es continua en [h,k]. Elegimos cualquier x +a en [h,k]. 
- Admitir que x > a. con fines de simplificación. 


- . Mantener x fijo y definimos una nueva función F еп [а.х] del siguiente modo: 
F(x) - 50+ Ji лам ү 


Observar que F(x) = f(x), F(a) = T, (х,а) 


Luego F(x)—F(a)- E,(x), F es continua en [ax] porque f™ lo que, luego f es 


continua, f (0) es continua (x py continua F es derivable en (ах). 


Al calcular F'(f), tener encuenta que cada término de la suma es un producto, al 
desarrollar la sumatoria se simplifica todos los términos excepto uno (el de la mayor 
derivada) y nos queda. 


(х— A 


Е) = ——— f"? (n 
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Tomar С cualquier función continua en [ax] y derivable en <а,х>. 


F'(c) 


Si G'z0 еп <a,x>, entonces se tiene: E,(x) = 
G'(c) 


[G(x) -G(a)] 


Se puede expresar el error de varias maneras, mediante elecciones distintas de la 


n+l 


función С, por ejemplo. С(4)-(х-4) „entonces 


TN (8-1) ҮР” Ээ eo EA 
Е, (х) 5 5 STO 2) (x-a)"] 
n! G'(c) 


р (сх а)" 
(n 1)! 


Е„(х) = .а<с<х Fórmula de Lagrange. 


Encontrar el polinomio de Taylor de grado n para cada función f alrededor del valor 
dado de a. 


fx)-In(1 * x), a=0 
Solución 


n (n) ET. 
Р(х) = T, f (x,0) = ——— el polinomio de Taylor. 


k=0 
Го) =In(1+ x) f(0)-0 
f'e)-— Г@=! 
PNE f£ (9-4 

(+x)? f" (0-12 
ақылы. 1.2 
f xd = 

f 9) - C)" (n- 1)! 
n (n -1)! 


f" (x)-2 CD 


(14 x)" 
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Tm 3 [£3] n 
P(x)- rosa EEE E EMO, ¿OY 


3l n! 
2 Ay 
Р(х) = Le. " y ee 
3 3 4 n+l л 
ma AE RE, AE 
4 3 4 n 
(2) f(x) =In (1+x), a=1 
Solución 
f(x) е” *x) /@)=1п2 
ғ у= 
ru Ex 70)== 
11 )=- ti -— дава 
f(x T FW 
1.2 1.2 
11) 2 {РП ай» 
f" (x) (Lay > 4/70) 23 
Р 77 (”-13 


$4) СО) 
2" 


SP œ=) 
+x)" 


(n) 
Р(х) - T, (f (x1) = xr 


T 2 "s 3 
Р(х) = f (1) rae p E Че 1, 


3l 


" 4 (п) я 
£ Ша) , ,/ 0-1) 


4! 


Р(х) = в“ мин L 


3 
2 
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Piscina АЕ ! (х- E р ED” Чен 
2 ү?2 213 2" n 
f(x)-e', a=1 
Solución 
Го) =е" Ға) =е 
Го) =е' Pse 
РО) =е" Г) =е 
Fut a Тв 
SU) эт, fe" (1) =е 
желет Je ТОИР 
Р(х) =T, (e 2-22 гый 
е Е (x- na 0-0)" 
Р(х) = px AY" 2di«(3-D4— e] 
= га, 
Қх) = соѕх, a 3 
Solución 
1 
Ё f 
f(x) -cosx — sent) үл 48 
f'(x) = - senx = sen(x +7) Гөф- 2 
e Зл "LER 
f" (x) = – соѕ x = sen(x + 5) T с) 2 
f''(x) =зепх=зеп(х+2лх) => л, 43 


f" = sen(x 77) 


PQ 


—_—- 


ma —)-sen(——— — 
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JO 
- E 3 An 
P)=7,(0081,)=2, s 9 
“(5 М" 
mw uw 3, aa 45272 
P(x) ; lx pt 3 (x 3” + Л (х 3) 


Л. Л 3 
h "> ат. 
2 4 3' 2 2 2 3! 


Determinar los primeros términos del desarrollo de Taylor alrededor del valor de a, 


efectuando el proceso, hasta incluir el término (x – а)" para el entero dado n. 


fG)-e" ,az0, п=4 


Solución 
Y ag х" 
Como g(x)=e? =1+x4+T—4+—+...+— 
1 3 n 
4 х! хб х?" 
Р(х) =Т, (f(x) =1-x "TA ыйы x 
ЫТ "Ls 
P(x) 2 T,f(x0)e1-x? 439 7 
(5) = T, f (x.0) 2 116 “74 
f(x) - хе", a=0, п= 4 
Solución 
5 x^ y х" 
Сото e =l+x+—+—+.t— 
2 3 n 


3 4 nl 


E. 2,X 
хе — XX +——+—+..+ 
2 3 n! 


3 4 5 
Р(х} = T, f (x.0) = x « x? e at ae 
90-7, 040) 2 6 24 
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Solución 


I ; 
Como саныма sí [xj < 1 
x 


zat euro oua pep gr 


1+х? 


Р(х) = T, f (x,0) =l- е - х5 


f(x) = arctg x, а= 0, п= 5 
Solución 


Atar? xa. ep Vm 


Como = 


(2248 


* dt ы Fink 208 п дю 
=| (1- t - „.+(—1 
I [‹ tM +. +) t^ dt 


х? х? х! ЕГ шы 
arctgx = с. чна аа 
ч 3 4 2п+1 
3 5 7 9 11 
Род)-Т,/0-х- А-А, 2. 


3 5 1,495 all 


Calcular las expresiones dadas con aproximación del número indicado de cifras 
decimales, comprobar dicha expresión utilizando el Teorema de Taylor con residuo, 


e? 5 decimales. 


Solución 
2 3 4 n 
Coup e" -lirt Al, > 
2 6 24 n 
2 3 4 n 
i - x 
Sustituyendo х por-x, tenemos: e™ =1-х+^=——5—+5—-—...+(-1)" ^— 
2 6 24 n! 
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Como х = 0.2, tenemos: 


2 3 4 
=]-0.2+ o. (027 E BAT „ША... +(1)” ta. СА рага 5 decimales es: 
2 6 24 
2 3 4 
e 21-02 „© mr con error 0€ R,(02) < 10.21" 
2 6 4! 
entonces e "^ = 0.81867 con error 0 < R,(x) < 0.00006 
e ?^. соп 4 decimales. 
Solución 
х? х! х“ x" 
e *=1-x+-—4+—-..+(-1), Сото х= 0.4 tenemos: 
2 6 24 n! 
2 3 
e ^ 21-044 ышы. жі д)” d. за -—— — + (0.4 , ^ (-1)" 6%. , para 4 decimales es: 
2 6 24 
10.4|° 


, соп error 0 < |К,(0.4)| < 


2 3 
-04 | 044 E _ (0.4) 


entonces e %* = 0.6694 con error 0 < | В,(0.4)| < 0.001060 


Encontrar el polinomio de Taylor de grado n para cada función f alrededor del valor 
dado de a. 


1 
= ‚а= 0 = а= 0 
f(x) = cos x, a Q f (x) xy a 


Ен етеді. (4) fx) 2Inx, a=3 


1(х) 24x, a-4 (6) f(x) = sen x, а=” 
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so), a=0 f(x) 2 xin(x? +1), a=0 
-x 


Determinar los primeros términos del desarrollo de Taylor alrededor del valor de a, 


efectuando el proceso hasta incluir el término (х—а)” para el entero dado n. 


f(x)z2 ‚а= 0. п=4 Q f(x) = tg x, а=®,п=5 
1-2 4 

f(x) =arcsenx, а= 0, п= 5 (4) f(x) = ln (sec x) a=0, п-б 

f(x) = secx, a=0, п= 4 ($) f(x) » e* cosx, а= 0, п= 4 


Calcular las expresiones dadas con aproximación del nümero indicado de cifras 
decimales, comprobar dicha expresión utilizando el Teorema de Taylor con residuo. 


In(1.2), 4 decimales (Е) tg(0.1), 3 decimales 
cos(0.5), 5 decimales (4) (1.08)!/^, 5 decimales 
(0.92)!/* 5 decimales (6) (0.91) 7, 5 decimales 
(3.0)?,, 5 decimales (0.8)'/5 ‚ 5 decimales 
(1.5)! ^‚ 5 decimales In(0.8), 5 decimales 
In(0.6), 3 decimales 
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X APLICACIÓN 1 DE Т 


ler. Caso: Sistema de puntos Materiales. 


Consideremos un sistema de n puntos materiales de masas m, nm» ,...,m, , ubicados 


en un plano de la recta L, llamado eje, entonces definimos. 


a) Masa Total del Sistema. 


b) El momento estático respecto al eje L. 


EJE- L 
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c) El momento de inercia respecto del eje L. 


d) Elcentro de masa respecto del eje L. 


OBSERVACION.- d; = + distancia del i-ésimo punto al eje L, donde el signo + se 


elige para aquellos puntos que se encuentran en un lado del eje 
L, y el signo -, para los puntos que se encuentran en el otro lado del eje L. 


e) Radio de giro respecto del eje L. 


R = radio de giro respecto del eje L. 
2do. Caso.- Curvas Planas. 


Supongamos que la curva C representa a un alambre (o hilo) contenido en un plano de 
una recta fija L y admitamos que en cada punto de la curva se tiene una densidad б de 
masa por unidad de longitud. 


La masa de un arco elemental ds es dM = б ds. 
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L C 


+ 


OBSERVACION 

1) Sea х = + distancia de dM al eje L. 

2) El signo + se elige de acuerdo a donde se encuentre dM a un lado del eje L. 
3) Elsigno — se elige cuando dM se encuentra al otro lado. 


Ahora para la curva C que representa a un alambre damos la siguiente definición. 


a) Masa Total: 
b) Momento estático respecto al eje L. 


c) Momento de inercia respecto del eje L. 


d) Radio de giro respecto del eje L. 


К = radio de giro, К> 0. 


e) Cuando C = alambre se encuentra en el plano XY el centro de masa se 
denota por (х,у) у es definido рог: 
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OBSERVACION.- 


1) Los límites de integración de las partes а), b) y c) se determinan de tal manera 
que el elemento de masa dM recorre toda la curva C. 


2) Cuando la masa es constante diremos que la masa es homogénea, en este caso el 


centro de masa (x, y) se denomina centroide. 


3) Cuando se trata de figuras geométricas se toma ô= 1 en este caso la masa del 
alambre es numéricamente igual a la longitud. 


4) Cuando la curva es simétrica al eje L, entonces el centro de masa se encuentra en 
el eje L. 


3er. Caso.- Figuras Planas.- 


Supongamos que una “lámina fina" tiene la forma de una región s contenida en un 
plano, y que la masa de la lamina es homogénea, es decir que la densidad 6 de masa 
por unidad de área es constante. Sea L una recta fija en dicho plano; la masa de un 
rectángulo elemental con dos lados paralelos al eje L (franjas paralelas al eje L) es dM 
= 8h dx, donde h la altura y dx la base de dicho rectángulo. 


x = + distancia de R al eje L, el signo se determina de — a los casos anteriores. 


Ahora daremos las siguientes definiciones para la lámina. 


а) Masa Total. 
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b) 


c) 


d) 


e) 


Momento estático respecto al eje L. 


Momento de inercia respecto al eje L. 


Radio de giro respecto al eje L. 


Cuando la región S del plano es acotada por las rectas x = a, х = b y las 


curvas Ü0€y,(x) Sy; (х), aS x& b, entonces se tiene: 


THU WELT 


у A A S 2 225, 
dye Í (x3 — X di. 7, «os 7 yix. 


4to. Caso: Superficie de Revolución. 


Suponiendo que D sea la superficie obtenida por rotación alrededor del eje X de 


la curva у= f(x) 20 paraa €x € b, entonces definimos. 


a) 


Area de 
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b) Momento estático de D respecto al eje X. 


c) Momento de inercia de D respecto al eje X 


b | 
=m) y” ds donde ds= Le 


Яо. Caso: Sólidos. 


Supongamos que © es el sólido de densidad constante 8 de masa por unidad de 
volumen en el espacio XYZ, limitada por los planos x - a y x= b si A(x) es el área 
de sección de S paralela al plano YZ en el punto x, a <x € b, entonces la masa del 
cilindro elemental de base A(x) y altura dx es dM = A(x) dx entonces definimos. 


a) La masa de 5: 


b) Momento estático de S respecto al plano YZ. 


с) Centroide de S es (x,y,z) donde 
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TEOREMAS DE PAPPUS (Guldin).- 


a) TEOREMA 1.- El área de la superficie engendrada por la rotación del arco 
dc una curva plana alrededor de un eje situado en el mismo 

plano que la curva, pero que no se corta con ella. es igual al producto de la 
longitud de dicho arcos por la longitud de la circunferencia que describe el 


centro de gravedad del misino. 


Y A=2MyL 


дэр Ww donde: L= longitud de la curva 


y = distancia del centro de masa 


de la curva al eje 


X 


Demostración 


Sca C: y = f(x). x e[a.b]. una curva definida por la función continua f (no negativa 


sobre [a,b]). La coordenada y es dado por: 


h 
[> ds Г, ds 5 
—— —-"-—— de donde [> Чу = уі za (1) 
longitud de С L “ 


además sabemos que: el área de la superficie de revolución de la curva alrededor del 


eje X es: 
A(s) — а)» ds = 2x y L, Luego A(s)= 27 y L 


Ejemplo.- Deierminar el área S de la superficie de revolución generada por la 
rotación del primer arco de la cicloide x = t—sent, у= 1 —– cost, 


4 
t € [0,21] alrededor de la recta 1: Реле 


Solución 
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Hallando las coordenadas del centroide 


te[02n]. x'(()-1-cost?, y' (1) =sent, longitud de С = Y, 


2л 3 = эл 1 
[ MOYA CO)” + y UY dt -2| PAREJAS хаййна 
0 ) 


Se d а 2 M 2 E ?л 3 ! 7732 
Ї KONE: (0 + y' (t) а-а| sen pe 


32 
— 8л = Y 4 TE 4 
(==. , y-—--—--—, luego (х,у) = (z.— 
8 "^N 3 go (х.у)-( 3! 
- 4 
[у—х 3 3 
d(c, L) =———=——=—=. luego por el teorema de Pappus 
1/2 42 


A(s) = 2л d (longitud С) = 277-38 =&/2л” 


ИД 


b) TEOREMA 2. El volumen del cuerpo engendrado рог la rotación de una 
figura plana alrededor dc un eje, situado cn el mismo plano 

que la figura, pero no se corta con ella, es igual al producto del área de dicha 
figura por la longitud de la circunferencia que describe el centro dc gravedad de 


la misma, 
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donde: -А = área de la región 


y = distancia del centro de masa de la región al eje dado. 


V = Volumen del sólido generado por la región. 


Demostración 


Sean f y g dos funciones continuas, donde f(x) > р(х) > 0, Vx e [a,b]. Si R es la 
región encerrada entre las curvas y= f(x), у= g(x) sobre el intervalo [a,b]. 


1 : 3 
¡Uma 


eè 2 2 5 
Area (В) Ósea que i (/(5)-а (х)дх-2у А 


Sabemos que: y= 


además y -n[ (/°(х)-к*(хух=2л ул л V-2nyA 


Ejemplo.- Sea К la región limitada por la semicircunferencia у= а? =x?, y 
el eje X, utilizar el teorema de Pappus para calcular el volumen V del 
sólido de revolución generado por la rotación de R alrededor de la recta 
L: y=x-—a. 

Solución 
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Las coordenadas del centro de gravedad son: 


Sabemos que: 


- = 125444) 
dip. 1; ХЭ! т _ а(Зл + 4) 


У ж 47 Е 3142 


2 


Ас Y área de la semicircunferencia, luego por el teorema de Pappus. 


2 3 
pp) AA ла а л(3л +4) 


3142 3 3-7 


Ejemplo.- Calcular el volumen del sólido S generado por la rotación de la región R 


limitada por la parábola ysx! . ylarecta у= x + 2 entorno a ésta 
ültima. 


Solución 


L Por el teorema de Pappus se tiene que: 


М(5/-274А. donde d = es la distancia del 


centro de gravedad a la recta en el cual rota y A es 
el área de la región R. 


Calculando el área de la región R 


2 А 9 
AQ) 7 [ +2 х*)йх =-— 


Calculando el centro de gravedad de la región R, Р(х. y) 


9 


a E T 257 Ек... 
м,-| x(x+2 Ж dixo. м.-: f 162 x kx- 5° por lo tanto 
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Ahora calculando la distancia del punto P a la recta L 


ix-y421 942 


Лы 87 


9/2, 9 _ 81/27 m 


luego por el teorema de Pappus 


Vis =2ndA=2n1 


20 2 20 


La longitud del camino o trayectoria recorrido por un punto P que se mueve a lo largo 


de una curva en el intervalo de tiempo [4 ,f, | es definido por: 


donde V(t) = Velocidad. 


54 ТКАВАЈО.- 


Si la fuerza f es constante durante el desplazamiento, el trabajo W realizado por ésta 
fuerza es definida por W = f.d. donde f es la fuerza constante y d la distancia 
recorrida por el cuerpo. 


Sı la fuerza no es constante durante el desplazamiento. el trabajo no se puede expresar 


en forma tan simple. 


Consideremos P una particula que se desplaza sobre la linea coordenada desde a hasta 
b. por medio de una fuerza Ғ- F(x), V x e [a.b] donde F(x) es la fuerza aplicada a la 
particula P cuando se encuentra en el punto cuya coordenada cs x. 


T Т, Р y 1 Р 
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Cuando la particula se mueve de x; , a x;, el trabajo realizado es aproximadamente 
igual al producto F(/; )JAjx quiere decir que mientras más pequeña es la longitud 


А;х en [x, ¡.x,] mejor será la aproximación ahora, formando la suma de Riemann 


del trabajo. 


А = F(t; )^;x se tiene: 


Nay б Eros 2 
ES i na 
el trabajo total realizado por la fuerza F denotaremos por W y es definido por: 


OBSERVACION.- 


1) Un ejemplo de trabajo realizado por una fuerza no constante, es el alargamiento 
о comprensión de un resorte helicoidal. 


Segün la ley de Hooke, se tiene que la fuerza necesaria para estirar un resorte 
helicoidal, varía directamente con la elongación del resorte. 


La fuerza F(x) para producir una elongación de x unidades que puede ser dada o 
se calcula a partir de los datos. 


Ejemplo.- Una fuerza de 25 kg. alarga un resorte de 3 cm., encontrar el trabajo 
requerido para alargar el resorte de 2 cm. mas. 


Solución 
Se tiene F(x) = kx, como x = 3 ст. = 0.03 m. 


F(0.03) = 0.03 к= 25 > k o 
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c as dran ue (5 == 


105 
и -(н хах-| kydx= ----|0.0025-0.004 
и 103 nm 


5 2 
DT. 0016) E S. ne 


La integral también se aplica para determinar el trabajo realizado a! bombear agua (u 


otro liquido) de un tanque: 


El principio fisico que se usa es: 


"Si un objeto se eleva una distancia vertical h, el trabajo realizado es el producto del 
peso del objeto por la distancia h. 


Consideremos un tanque que contiene agua hasta una profundidad de km. 


Sea W el trabajo realizado al bombear el agua a la parte superior del tanque, el área de 
la base del i-ésimo sólido elemental es А, su volumen será A,.Ad,, como el agua 


pesa 1000 kg. por т”, entonces el peso del i-ésimo sólido elemental es 10004,.Ad;. 


La cantidad de trabajo realizado para elevar cste sólido Ileno de agua, hasta la parte 
superior del tanque es aproximadamente. 
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Y Ad = 0004, лаа 
ер 7 


cet 


a | н. +. 
tomando limites se tiene: |W = Tim УА, = lim Y (10004, Add, 
E ігі 2 


. oum ж 


entonces W es el trabajo realizado al bombear el agua hasta la parte superior del 


tanque. 


Para hallar una integral definida cuyo valor es W dependera de hallar una función F 
donde el dominio contiene un intervalo S de longitud k tal que: 


Ejemplo.- Un tanque en forma cilindrica circular de radio 8m. y altura 20m. se llena 
con agua. Encuentre el trabajo necesario para bombear el agua hasta 
llenar el tanque. 


El trabajo requerido para elevar el i-ésimo sólido hasta 
la parte superior del tanque es aproximadamente 


1000(4;.^d;)d;, donde А, -лар, de donde 


2. (10004;.Ad;)d; es la suma aproximada para el 
i-ü 

trabajo W necesario para bombear el agua hasta la parte 
superior del tanque. para expresar c] i-ésimo termino de 
la suma de aproximadamente en la forma Ғ(1;)Ах,. se 


considera una linea coordenada sobre el cual se puede 
graficar el dominio, el intervalo es [ 0,20] y se hace 
l; =X; =й; para = 1,2....,n, Ad; = x; “Xil = Ах;. 


Luego la suma aproximada se puede escribir: 
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2. (10004, Аа, )а, = Y 100077] x,.Ax,. luego Р(х) = 64x entonces se Пепе: 


10 ; 0 


ul 20 
W = [1000.64 dx = 640007 [ x dx - М 12800000 л 
1) H 


5.5 ENERGIA CINETICA.- 


Se da el nombre de energia cinética de un punto material, de masa m y vclocidad v, a 


la siguiente expresión: 


Para calcular la fuerza con que presionan los liquidos se emplea la ley de Pascal, 
segun la cual. la presión que ejercen los liquidos sobre una área A sumergida a un 


profundidad x. es igual a: 


donde y es el peso especifico del liquido. 


SUPERFICIE DEL LIQUIDO 
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|57 PROBLEMAS DESARROLLADOS.- 


(1) Hallar los momentos estáticos, respecto а los ejes coordenados, del segmento de la 


, "ЖЕ; : : 1 
linea recta — + Ж = | , comprendidos entre dichos ejes coordenados. 
a b 


Los momentos estáticos respecto a los ejes coordenados es: 


ы; u | dy Р 4 a dy ЖЕ 
М, -| хїнс) ах. м, = |, o dx 


Como +: =] =3 y=-—(a-x) > dy bd 
dx 
2 EF 
м.-| LU TOR TEILE AN Cer 
0g Y 2 a? 2 ü 
us a +b? 
2 


x 
(>) Encontrar el centrode de un arco de la catenaria y шығ), desde x — -4 
hasta x — 4. 


Solución 


х dy X 
y-4cosh(—-) => —zsenh(— 
FL Ашы e 


4 E р L] 
M, =Í nj қау ах -| 4cosh( f +senh* (Sax 
3 dx 4 4 4 
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4 4 
= 4[ А cosh). cosh dr = 2| y (1+cosh ШІ 


М, 28senh2416 


4 А 4 
M, =| рае | x cosh dx =0 
4 dx 4 4 


A. - Y, * - 2+senh* 
Como х----. y-——- entonces х-0, y= 
L senhl 
эв 2--senh2 
(x. y = (0------ 
) senhl 
4 ау. 4 Ж X ,4 
NOTA.- L -| 14-(--) ах -| cosh— dx - 4вепһ-- / = 4(senh 1 —senh(-1)) 
4 dx 4 4 14-4 
(3) Hallar el centroide del área acotada por las curvas у= ^ y- Ух 4 


Solución 


Graficando la región se tiene: 


3 
LT pom e 4 = — 
4 =Í (х-х )dx 20 
à 3 
M р [ x(x -x )dx = 20 
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Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por las curvas 1^ =2px.x=h. 


Solución 


Graficando la región 


Y 


h 1 2 
4-2| y dx 2[ 42 рх" "dx 
(H ( 
A-3 Bp? p 
zii 3 a A 


A =$ Jah 


Ahora hallaremos los momentos con respecto a los ejes 


h 
М, “1 ЗОрх-Эрхих-0 
45 =a —cos tdi = 2а sent Mt 
эл 2л t t эл 
281252 sen — dt = —4a соѕ di | 7. L=8a 
0 в p 2 0 
2л 3a t 
M, -р ds =[ т» ағы 
h 1/2 4 5:2 уф 4 э 
М. =f X 242 px "dx =z рх 4 f "3 V2ph Үр 
) - 


E 2 
=P ph" Ji 
M, % 2ph dh. 


Luego х---- 2 y = 


A E ph Jh 5 Á 


= 2 3h 
. (x, yy (—:0 
(x. y) 5 ) 
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(S) Hallar las coordenadas del centro de gravedad del primer arco de la cicloide 
х -(t—asent), у= а(1 – соѕ t). 


Solución 


x = a(t —sent) dx = a(1 ^ cos t)dt 
— i 
(з= a(1 - cost) dy = asent dt 


(ах)! =a (1 сох г)? (di (ау): та! sen? (аг? 
= ках)? Қау = ad - cost) 4 sen? tdi 


Ын se T 2 a? 


0 4 5 


En forma similar para M =8а° П luego el centro de gravedad es: 


32 
> My ? = M 2 
= _ 8а Жан 4 у= х... 387 _ 44 
L 8а L 8a 3 
(6) Fl largo nalural de un resorte es de 10 cm. Una fuerza de 90 kgrs lo alarga hasta a 


11 cm. Encontrar el trabajo requerido para alargarlo de 12 a 14 cm. 


Solución 


11 ст. = 00.11 т => 1(0.11)=111k => ЯВ... 


11 


114 t 

[^r kx de ab [^ 

Jn 12 0.12 11 (9.12 

59, 014 4500 E 


£5. " EUR 0196— 0.0144) ==. 52) 
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Encontrar el trabajo efectuado al alargar un resorte 6cms. sabiendo que se necesita una 
fuerza de 15 kg. para alargarlo 1 cm. 


Solución 
Como f(x) = kx además 1 cm. = 0.01 m. 


f(0.01) = 0.01 k215 => k= 1500 


006 106 
W-[ Ү(да- f 1500x dx = 2.62 kgr. 
Jo. 0.01 


Encontrar el trabajo requerido para bombear el agua que llena un recipiente 
hemisférico de radio R, por encima del recipiente. 


Solución 


El peso del disco circular de espesor dx y base 
paralela a la base del recipiente es: 


f. = pr^ )dx 


Donde p - peso de una unidad de volumen de 


3 2 2 
agua y ғ” =R х” entonces 


4 


рПА 


R ? к. 
W= pmf (К? -x* x = 
1) 


Determinar el trabajo realizado en la expresión adiabatica del aire hasta ocupar el 


volumen inicial es И, =1 т? y la presión py =1 Aj flem? 
Solución 


De acuerdo a la ley de Poisson se tiene ру“ = pV¿ donde К = 1.4, de donde 


И = іне S des DA GS 


k 
de р Y, 


Reemplazando valores se tiene: W = 15,000 kg-%mn 


Aplicación de la Integral Definida a la Física 551 


(10) Un reservorio vertical tiene forma de trapecio calcular la presión total del agua 
sobre dicha presa, sabiendo que la base superior tiene 70 cm., la base 50cm. y su 
altura 20 cm. 

Solución 


b= 70 -— 
"om 


(lU 7 и: Empleando semejanza de triángulo sc tiene: 
Со -. pe CAMCN h 
` + . ` 2 
ч. ВЕ —— ——— 


Ж 
а h 50 
y 
725 725-h 1-(025-8) 29. 
70 1 725 


20 
p-r| sy dh => p= 113.60 cm. 
0 725 


(1) Una lamina tiene Іа forma де un rectángulo y es sumergido verticalmente en un tanque 
con agua y Su base superior en la superficie del liquido: si el ancho de la lamina es de 
10р y el largo es de 8p encontrar la fuerza debida a la presión del liquido sobre un 


lado de la lamina. 


Solución 
Ж 

Е -2 |х /(x)dx donde 
0 


F(x) = 5 


F= 28 5х dx 2320 w 
0 


(12) Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde el techo de una casa de 64p. de 
altura y la velocidad inicial es 48p/reg. ¿Cuánto tiempo tardara la pelota en llegar al 
suelo y con qué velocidad llegara? 


Solución 


352 


Eduardo Espinoza Ramos 


И. =48 plreg, ti =? 


OL----------------—'m 


a=-32 p! reg? 


Se sabe que у= [a di = v=at+k es decir 


У = -321+ К y cuando 1= 0, v2 48 > k-48. Luego v= -321 + 48 


además s = [vat = | (321 + 48)dt =-161? + 481 +k 


cuando 1= 0, s=64 > k=64, luego x=-161? +48t +64 

encontrando f „с y Ocurre cuando s = 0 

=> -167448-64-0 > (1-4Xt+1)=0 

=> t=4, {=-1 por lo tanto el tiempo que le tomara llegar al suelo es t 4c =4 seg. 


La velocidad de un cuerpo, lanzado verticalmente hacia arriba con una velocidad 
inicial vg. contando la resistencia del aire, se expresa por la formula: 


І Ур 
V =c. tg(—g — + агсір —) 
c с 


donde t es el tiempo transcurrido, g es la aceleración de al gravedad y c es una 
constante. Hallar la altura a que se eleva el cuerpo. 


Solución 
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V, 
v=c.tg(—g 24, arctg(—)) 
с с 


Datos: 4t = tiempo 
c — constante 
g = gravedad 
, dh 
y E =с. es ТЫ 


, V, 
[an = [ с.1Е(-8 1, -- arcte(—-))di 
ө Ju С с 


2 
за V, 
h=- In |sen(-g Es arctg —-) үй 
g с с 0 


2 r2 


П Vi 2 V 
h= m |sen(-g — + arctg(—- ) [+c ln (1+ " 
в [4 с С 


2 y? 
) de donde h=—InM+L) 
j 

2g E 


PROBLEMAS PROPUESTOS.- 
(1) Hallar las coordenadas del centro de gravedad dcl arco de la catenaria y — асоң=) 
comprendida entre x=-a у x=a Rpta. (х.у)- y HA 
2senhl 
(2) Hallar los momentos estáticos, respecto а los ejes OX, OY, y las coordenadas del 


centro de gravedad del triángulo limitado por las rectas x+ y2 a, x = 0, у= 0. 


a? a а 
Rpta. M, = М, -—. (х.у)-(-.- 
р „тё (х. у) =( 3 3) 
(5) Encontrar las coordenadas de centro de masa de la región acotada por la elipse 
B Vx 4 
Ё р ylos ejes coordenadas (х 20. у> 0). Rpta. (x. D-2, Pj 


a” "E ы 4 3n 3n 
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Hallar los momentos estáticos respecto a los ejes OX, OY las coordenadas del centro 
M3 ,.20& 30 


de gravedad del arco de la astroide х -у =a" situado en el primer 
? 
ч Z =- Za 2 
cuadrante. Rpta. M, D. М, v 4 Gym C 


Probar que si R es la región del plano acotado por las rectas x = а, х = b y las curvas 
0 < g(x) < f(x), а<х <Ъ entonces 


M, IS -8 (хуйх, М. = [ооо good 


Hallar el centro de gravedad del areo de la circunferencia de radio a, que subticne el 


ángulo 20. Rpta. (х,у)- ¡PAE 0) 
a 


Hallar el centro de gravedad de la región limitada por las curvas x^ —8y =0. 


x? 416y 224. Rpta. 0.3) - (0.2) 


Hallar el centroide de la región acotada por las curvas y-x^, у= 4х enel primer 
16 64 
cuadrante. Rpta. (—.— 
p Ч, 21 à 
Encontrar el centroide de la región limnada por las curvas х= 2 у =y жей. 
--. 2 
Rpta. (х.у)- с 4) 


Hallar el centro de gravedad de la región finita, en el primer cuadrante, comprendida 


ed | 
entre la curva y=xe * yel eje OX. Rpta. ( 2-0 


Encontrar el centro de gravedad de cada una de las regiones limitadas por las 
siguientes curvas: 


Aplicación de la Integral Definida a la Fisica 
a) у-хі-4, у-2х-х! 
b) у=х?, у=х-х” Rpta. ( 
€) y=Inx, y=4, y=4-4x? en el primer cuadrant 


4) Үх-/у-3.у-0, х=0 Rpta. ( 


1 
4 
е 


4 
5 


1 


T3 


8 


9 
2-3 


5 


e) y=senx, y-cosx, y - 0 desde х=0, hasta к=з. 


Rpta. ( 


f) у=х? -2x-3. у=бх-х*^—3 


g) x=4y-y?, y=x. 


Л (л -2)24- 43) 


4 


Rpta. (2,1) 


E uu 
Ыра. (—.-— 
pta G 2) 


Rpta. (14.61, 3.15) 


16 


12 3 
Rpta. (—,— 
pta E 2) 


) 


395 


(12) Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por x = 0, 


n 
x=—, y=0,y=senx. 
2 y y х 


(13) Determinar el centroide de la región plana limitada por la curva y= f(x), у--х 


1-х, x<0 
3 E 


x=-1, x=2 donde f(x)= 
хі, x20 


Rpta. (х. у) = (1. 8! 


107 142 


106 ' 265 


2 


Encontrar el centro de gravedad de cada una de las regiones limitadas por las curvas 


siguientes: 


a) у!-20х, х? = 20у 


Rpta. (9,9) 


> 
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b) »v-x -3x, у=х sobre el lado derecho del eje Y Rpta. c$ > 
: 2 
с) x * —- =1 enel primer cuadrante Rpta. 25 S, 
а ы 3л 3x 
лл 
d) y=senx (0<х<л), у= Rpta. PL 


El centro de gravedad de la región acotada por las curvas х? = 4y, у= mx es un 


punto de abscisa igual a 2. Determinar el valor de m. Rpta. m= 1 


Hallar el centro de gravedad del hemisferio de radio a, con el centro en el origen de 


coordenadas, sobre el plano XOY. Rpta. (0,0, 5) 


Hallar el centro de masa de un cono homogéneo circular recto de altura h у radio dc la 


base r. Rpta. (х. у, 2) = (0.5.0) 


Calcular el momento estático y de inercia de la semicircunferencia уг? es 
2 лг? 
-r €x <r, respecto al eje X. Rpta. M, -2r', 1, = Fa 


Calcular el momento de inercia del área de una elipse х = а соѕ 1, y-asent 


2 3 
respecto al eje OY. Ера. M, = M, -3 „ d, s1 


Calcular el momento estático y dc inercia del arco de la catenaria 


a ' dl 
у=су(е* “+e 4) donde 0 €x < а, respecto al eje Y. 


3 3 


Rpta. M, = x. -e * 44), M, S a Die? же ? +10) 
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D 


6) 


E) 


Calcular el momento estático y de inercia de una triángulo de base a y de altura h 


respecto a su base. Rpta. М,---. 1, => 


Calcular el momento de inercia de un segmento parabólico limitado por la parábola 
1628 


y=4-x", y la recta у= 3, respecto al eje ОХ. Rpta. 1, BETTI 


Hallar el momento de inercia de la circunferencia de radio a, respecto а su propio 


diámetro. Rpta. / =а?л 


Probar que el momento de inercia respecto al eje X de una región К acotada por las 


rectas x = a, x = b. y las curvas continuas b > a, х) < f(x) es: 
1 b 
1, 7 [ -g md 
3 “а 


Sea Rel sólido generado por rotación alrededor del eje X de la región acotada por 
х= а, x= b, la curva fx) > 0 yel eje X, probar que los momentos estáticos y de 
inercia de R respecto del eje de revolución son dadas por: 


| 2л 3 "д 4 
M, = 3 [7 (дах y Y (х)ах 


Calcular el momento de inercia de un cono circular recto homogéneo, respecto а su 


3Mr? Пг? 


‚ М=6 h 


eje, sila base del radio es R y la alturaesh. — Rpta. 7, = 


Hallar e! momento de inercia respecto del eje X de la superficie generada por 
rotación, alrededor del eje X, de un arco completo de la cicloide x = a(t — sen t), 


2048 
3 


у= a(1 —cos t). Rpta. 7, = Па“ 


Calcular el momento de inercia con respecto al eje de revolución del sólido generado 


2 2 3 
por rotación de la elipse € T =] alrededor del eje X. Rpta. Г, = E 
з y 


- 
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Encontrar el centroide del sector hiperbólico acotado por la hipérbola equilátera 


- 196. y=180 y los radios vectores Ө = 0 y 0-2 


42-1 


R ta. йс. л HE Ue. 
4 (4/2 +1) КАЕ 
Encontrar el centroide de área acotada por las curvas y=(x+1?, х+у= 5, у=0, 
-- 39 28 
=2, R ta. .y)2(—.—— 
х pta. (х,у) ET 185) 


Calcular el momento del volumen comprendido en un octante y la elipsoide 


y? а „д авс TI 
5-3 e. + =1 , respecto al plano xy. Rpta. — 
e ME . B 


Un resorte tiene una longitud natural de 14 cm si se requiere una fuerza de 50 dinas 
para mantener el resorte estirado 2 cm cuanto trabajo se realiza al estirar el resorte 
desde su longitud natural hasta una longitud de 18 cm. Rpta. 200 ergs. 


Un resorte tiene una longitud natural de 8 pulgadas, si una fuerza de 20 libras estira 
1 

el resorte 3 pulg. Determinar el trabajo efectuando al alargar el resorte de 8 a 11 

pulgadas. Rpta. 108 libr/pulg. 

Hallar la longitud de un muelle metálico pesado, si el trabajo efectuado al alargarlo 


desde una longitud de 2 pies hasta una longitud de 3 pies es la mitad del trabajo 
efectuado al alargarlo desde una longitud de 3 pies hasta una longitud de 4 pies. 


Rpta. : pies 


Una fuerza de 8 newton estira un resorte de 4m de longitud natural а 50m más. 
Encuentre el trabajo realizado al alargar el resorte desde su longitud natural hasta 5m. 


Rpta. 8 Joules 
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© 


Un resorte tiene una longitud natural de 6 pulg. Una fuerza de 12,000 libras comprime 
el resorte de 5 % pulg. Encontrar el trabajo realizado al comprimirlo de 6 pulg a 5 pulg 
la ley de hooke se cumple para comprimir como para extensión. 


Rpta. w= 12.000 libr-pulg. 


Un tanque de agua en forma de un cono circular recto invertido, mide 20 pies de 
diámetro en su parte superior y 15 pies de profundidad, si la superficie del agua esta 5 
pies por debajo de la tapa del tanque. Encuentre el trabajo realizado al bombear el 


1000 : 3 
agua hasta la partc superior del tanque. Rpta. CIT П w pies – libra 


Un tanque lleno de agua tiene la forma de un paralelepipedo rectangular de 5 pies de 
profundidad, 15 pies de ancho y 25 pies de largo. Encuentre el trabajo necesario para 
bombear el agua del tanque hasta un nivel de Іріе arriba de la superficie del tanque. 


Rpta. 5,362.5 w pies-libras 


Un depósito cilíndrico vertical de radio 2 metros y altura 6 metros se encuentra lleno 
de agua. Hallar el trabajo al bombear el agua. 


a) Hasta el nivel más alto del depósito. 


b) Hasta el nivel de 5 metros por encima de dicho depósito (suponer que el peso del 
agua es de 1000 kilos por metros cübicos). 


Rpta. а) 72,000П kilográmetro 
b) 312,000П kilográmetro 


Un tanque semiesferico con un radio de 6 pies se llena de agua a una profundidad de 4 
pies. Encuentre el trabajo realizado al bombear el agua la parte superior del tanque. 


Rpta. 256 II w pies — libras 


Que trabajo hay que realizar con una grúa para sacar un bloque de hormigón armado 
del fondo de un rio de 15m de profundidad, si el bloque tiene forma de tetraedro 


equilátero de 1m de lado, siendo al densidad del hormigón 2.500 kg / m. 
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Encontrar el trabajo que debe hacerse para extraer el agua contenida en un recipiente 
a*h? y? 


H 
Шоо 


cónico recto invertido de radio r en la base ylaalturah. — Rpta. w= 


Un tanque rectangular lleno de agua tiene 2 pies de ancho y 8 pies de profundidad, 
encontrar al fuerza debida a la presión del liquido sobre un extremo del tanque. 


Rpta. [= 2.25 w libras 


Una superficie tiene la forma de un elipse de semi ejes a y b se sumerge verticalmente 
en un liquido con su eje mayor paralelo a la superficie del liquido hasta que cl centro 
de la elipse se encuentre a una profundidad h. ¿Cuál es la presión del liquido sobre la 
superficie?. Rpta. f= Пабћр 


Un punto del eje OX vibra armónicamente alrededor del origen de coordenadas con 
una velocidad que viene dada por la fórmula V =V, cos wt , donde t es el tiempo y 


V, y w constantes. Hallar la ley de la vibración del punto, si t = o. tenia una abscisa 


X = о. ¿A que sera igual el valor medio de la magnitud absoluta de la velocidad del 


2 ? zm о 
punto durante el período de la vibración?. Rpta. x =—sen ит 
w 


Una piedra se lanza verticalmente hacia arriba desde el suelo, con una velocidad 
inicial de 20p/seg. ¿Cuánto tiempo le tomará llegar al suelo y con que velocidad 
llegará? ¿Durante qué tiempo esta subiendo la piedra y qué alto llegará?. 


Rpta. / -ise. ‚ у= 20р/вер, 1 == seg 3 


Un hombre en un globo suelta sus binoculares cuando se encuentra a 150p. de altura y 
esta subiendo a razón de 10p/seg, ¿Cuánto tiempo tardará los binoculares en llegar al 
suelo y cual es su velocidad de impacto?. 


La región limitada por las gráficas y^ =20x, v^ =20y, gira alrededor de la recta 


3x + су» 12:50, calcular el volumen del sólido generado. Нрға. 4000л "E 


Aplicación de la Integral Definida a la Física 561 


La región limitada por las gráficas de у= sy у = 5 gira alrededor de una recta 
oblicua que pasa por el punto A(1.0). Hallar la ecuación de dicha recta, si el volumen 


del sólido generado es igual a 4045 zi? . Rpta. 3x—4y—3-0 


Sea К la región del plano limitado por la parábola у= x -l y la recta у= х – 1. 
Determinar el volumen del sólido obtenido por la rotación de Іа región R alrededor de 
la recta y-x-— lI. Rpta. л? л 

60 
La región limitada por las gráficas de у= S2 у = 5 gira alrededor de una recta 
oblicua que pasa por el punto (-1,0). Hallar la ecuación de la recta si el volumen del 


sólido generado es igual a 40/57 и? Rpta. 3x + 4у+ 3 = 0 


Los vértices de un triángulo son. A(0,0), B(a,0), y coD , а> 0 calcular el volumen 


del sólido obtenido por la rotación entorno de la recta у= x —a, de la región limitado 


Rpta. 5/2ла! з 


or el triángulo ABC. 
Р ei 24 
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CAPITULO VI 


6 INTEGRACION NUMERICA.- 


6.1 


INTRODUCCION.-- 


b 
Para calcular la integral definida [ f(x)dx. por el teorema fundamental del cálculo, 


primero se encuentra una integral indefinida o antiderivada F(x), es decir: 


b 
[rex - код Р = F(b)- F(a) 


no 


|9 2 sen x МЕ [ senh x ж 
e 


1 
Pero para las integrales tales como [ e" dx, 
o х 


n:2 X 
existe un método conocido para encontrar primero su integral indefinida o 


antiderivada, sin embargo si la función f es continua en el intervalo cerrado [a,b], la 
integral definida f (x)dx existe y es un nümero ünico. Para estos casos en que no se 
и 


puede encontrar la integral indefinida o antiderivada, veremos los siguientes métodos 
para calcular un valor aproximado de una integral dcíinida y que puede ser utilizados 


para calcular una integral definida por medio de computadoras electrónicas. 
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geométricamente la suma de Rienmann XE (с;)А;х ев igual a la suma de las 
iz 

medidas de las áreas de los rectángulos que están arriba del eje X, más el negativo de 

los rectángulos que están abajo del eje X. 


Para aproximar la medida del área de una región, usaremos trapecios en ves de 
rectángulos, para este caso también usaremos particiones regulares y evaluaremos 1а 
función en los puntos cuyas distancias sean la misma. 


En la integral definida [7 (х)ах, al intervalo [a,b] dividiremos en n sub-intervalos 


b-a 


cada uno de longitud Ax = . dando n + 1 puntos x9 -a, х =а+Ах, 


X; =a+2Ax,..., Xi a tiÀAx, ..., х,у -at(n-l)Ax, x, =b. 


Luego a la integral Їл (хҘах expresaremos como la suma de n integrales definidas. 
a 


Г/ожк- [ food [^ f odds. f" Год |" f(x)dx 


JU 
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La integral K. (дах. da la medida del área de la región acotada por el eje X, 
а 


СҮ 
las rectas x= a, х= ху y la porción de la curva Б.Р, . Luego a la integral definida 


Vr (x)dx se puede aproximar por la medida del trapecio formado por las rectas 
x= а, х-х. PR y el ej X. donde la medida de este trapecio es 
1 ғ ! 

з“ (хо) + (хі ДАх. en forma similar para las otras integrales, pueden ser 


aproximadas por la medida del área de un trapecio, mediante el simbolo =, entonces 
para la 1-ésima integral definida se tiene: 


por lo tanto para la integral definida. [/ (xMx se tiene: 
1 1 1 
MET = 5 Уб) + f(x, ЛАх € Lf Од )* f (x3)]Ax t... у Osa )* f(x, Ах 


Ax 
[гоз = UG )+2/(х)+2(х,)+...+ 2f (x, 1)+ f(x, )] —) 
La fórmula (*) se denomina la Regla del Trapecio. 


OBSERVACION.- La exactitud de una integral definida por la Regla del Trapecio, 
se obtiene cuando Ах se aproxima a cero (Ах-э0) y n crece sin 
límite. 


El límite de la aproximación por la regla del trapecio es el valor exacto de la integral 
definida; es decir: 
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T =[ fx, )+ Fo, )+....+ f(x, ЛАх + LG) f, ДАх 


n 1 | 
T=}, foc fta) - БА 
i=} 


Ах-эй Ах-м 


ЭЭ ГЭ io 
lim T — az f(x, M iba (b)]Ax 


lim T = | f (dx «0 л | гсоёс- lim T 


Ax t 


OBSERVACION.- Al aplicar 1а ley de los trapecios es posible que se cométan 
errores que denotaremos por £r y que se puedan hallar 


mediante el teorema siguiente, 
TEOREMA.- Sea f una función continua en el intervalo cerrado [a,b] y que f", f" 
existen en [a,b]. 
b 
Si £p = | f (x)dx -T , donde T es el valor aproximado de [ f(x)dx que se encontró 


mediante la Regla Trapecial, entonces existe un nümero ту en [a.b] tal que: 


sp ege f)? 


También se conoce con el nombre de la regla parabólica, al calcular la integral 
b 

definida fs (x)dx por la regla de los trapecios, los puntos sucesivos en la gráfica 
a 


y = f(x) eran conectados por segmentó$ de la línea recta, mientras que en la Regla de 
Simpson, los puntos son conectados por segmentos parabólicos. 


La Regla de Simpson da una mejor aproximación que la regla de los trapecios, pero sí, 


con un mayor esfuerzo. 
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Para establecer la Regla de Simpson veremos primero el teorema siguiente. 


TEOREMA 1. Si (х,у), В(х.у) y Р(х;.уз) son tres puntos no 
colineales en la parábola de ecuación у= 4x? + Вх+ C , donde 
уо20. y, 20, y, 20, x, -xo +A, ху = xg + 2h , entonces la medida del área de 


la región acotada por la parábola, el eje X y las rectas x = xy, х= х. está dado por: 


h 
3 90 +4), + у»). 


EJE VERTICAL Demostración 


La parábola de ecuación у = Ах” + Bx 4 C , tiene 


чы 


su eje vertical. 


Como los puntos ру, p, y p; son de la 


parábola, entonces se tiene: 


а ыш ne ЫЕ 


y = Ах{ + Bx, +С = A(x +h}? +B(x,  h) 4C 
у» = Ах; + Bx, + C = А(хо - 2h) + Б(хо +2h)+C. de donde se tiene: 
yo +4yı + y, = A(6xg +12hx, +8h)? y + В(бх + 6h) + 6C 


Sea Ap el área de la región acotada por la parábola, el eje X y las rectas х = xo. 


X = Xg + 2h „ entonces. 


Xy 2h 3 2 ГЭРЧ 
4-1 (4 e bx Ode - Ха сууу" : 


Xo 


А; = (хо +2)? ‚(ж +2)? 4 C(xg E xà I +0] 
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Га =т{4(бх *12hxo +8” ) + В(бх + 6) +6С] 


Consideremos una función f continua en el intervalo cerrado [a,b] tal que f(x) 20 у 
tomemos una partición regular en el intervalo [a,b] de 2n sub-intervalos (2n se usa en 


vez de n) donde la longitud de cada subintervalo esta dado por Ax = 2-6 


2n 


Хэл-2 X2n-1 X2n 


Aproximemos el segmento де la curva y = f(x) de Б, a P, por el segmento 


parabólico con su eje atravez de R,, P, y P, y de acuerdo al teorema se tiene: 


La medida del área de la región acotada por esta parábola, el eje X y las rectas 


Ax Ax 
х= Ху, х= х. еп Ах = h es: 73 99 +4), +72) O “3 (09) *4f0n) + f) : 
En forma análoga para el segmento de la curva у= f(x) de Р, a Р, se tiene: 


Ax Ax 
3 0% *4y 4 y.) 0 з Vo 4f65)* Ла) 


y para la última región se tiene: 


a *4ys. y») O A (Gas. 2) 4f Gas x Gr) 
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la suma de la medida de las áreas de estas regiones aproxima la medida del área de la 


región acotada por la curva de ecuación у = f(x), el eje X y las rectas x=a, х= y 
b 
como fr (x)dx da la medida de la region, entonces una aproximación para esta 


integral es: 
b " 
[ f(x)dx = P (fts) e AfG)* f(x; D+ Ufo) AfGs ye од) +...+ 


“Чг, ›)+4/(ху„ 135 fO) 


A la ecuación (*) se le denomina La Regla de Simpson. 


OBSERVACION.- Asi como en la regla de los trapecios se comete un error 
Ер. también en la regla de Simpson se comete un error Ё, y 


es calculado mediante el teorema siguiente. 


TEOREMA 2. Si у = f(x) una función continua en el intervalo [a,b] y si f'. f", 


f" y f" existen en [ab]. si E, -Г/ (дах-5. donde S es el 


valor aproximado de [7 (x)dx , entonces 3 К є [a,b] tal que: 


OBSERVACION.- Si f(x) es un polinomio de grado 3 o menor entonces 


f" (x) =0 > E, =0 entonces la regla de Simpson da un valor 


b 
exacto para la integral f fOMx. 
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h 
Al aplicar la regla de Simpson a la integral [ f(x)dx donde f(x) es un polinomio dc 
a 


EN Xx =b, арта 


. el valor 


tercer grado y lomemos 2n = 2, xy-a. x= 


exacto de la integral [ гоа: Ї - 57: “ran f) ғы 


la ecuación (*) se denomina la fórmula Prismoidal. 


PROBLEMAS DESARROLLADOS.- 


(%) Calcular el valor aproximado de la integral definida por la regla trapecial para el valor 
3 
de n indicado [ 1+x2dx, п-б. 
Solución 


Hallaremos AA ; җ=2,х;=ху+їАх para 1=1,2,....6 


3 2 
1 МА dx= —— € € 


2.236067 |0.17888 
2.38025 |0.38004 


2.52634 | 0.404214 


2.67402 |0.42784 


2.82304  |0.45168 
2.977321 |0.47571 


3.12435 |0.49989 


2.81825 
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3 
І 1«xldx«281825, у(х) = le x? 
2 


Calcular el valor aproximado de la integral definida por la regla del trapecio para el 
2 
valor indicado de n. f 1+х°ах ‚п = 6 
Solución 


Hallaremos Ах= —- = 


ma 


Xo =0, x; = xg +{Ах para i= 1,2....,6 además fo) = Lex? 


[Arta a 205764, ps ya py. Гоз) + аа) fG)] 


1.0061539 


1.0943175 


1.4142136 


2.0397289 


2.9522956 


4.1231056 


f fiesta al 1169), Гор) f) 5) f Ga) fag) 


2 1 
[ {+ йү» 3 (05615528. 8.5067095) 
D 


2 
А [ 41 +x“dx=3.6894208 aprox. 
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(3) Calcular el valor aproximado de la integral definida por la regla trapecial para el valor 
1 
indicado den. |  — 
0 1+ х? 
Solución 
РУК... "MV NT 
n 5 


Hallaremos los valores de x; 
ХХ) = Xq FOX. X4 = хо +2Ах, X4 = x9 %3Ах, x, =Xp 4Ax , х; = Xo t Ax 


Los valores encontrados mostraremos en el siguiente cuadro 


0.1 


0.9805806 0.1961161 


0.9284767 0.1856953 


0.8574429 0.1714985 
0.7808683 0.1561737 


0.7071068 0.0707106 


Suma total. 0.8801942 


1 dx 
———— zx 0.880 
$ 4 +х? 


Calculando la integral por el método usual. 


1 
[ ЖИЕ ТРЕ үет: | / =1001+ 2) - Ini = In [1 + 1.414213 | = 0.88137358 


941--х2 
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Calculando el error por la regla de trapecio: Е, = EL (b —a)f" (Ax)? 


/(х) = 


2 


уер 5. 3 moe Ша 
1+х (x? х 


Luego el intervalo [0,1]: /"(0)-0, /"(1)- 


‚ reemplazando tenemos: 
5.6568 


E d- f (XA SE, < 5 (1-0) (0A)? 


_1 GX02) . 
12 (5.6568) | 


__3(0X0.2)* 
(12)(5.6568) 


E, < 


-1.7677810 ^ < E, <0 


(2) Aproximar la integral definida por la regla de Simpson usando el valor indicado de 2n. 


ms 2n =8 
9 JL x? 


Solución 

1 Б- 2-0 2 1 

fü; — р E... = — z — 
lex 2n 2n 8 4 


: 1 
хо-0, х, а аба 


2 dx Ах 
І 55 (0) £403) +27 0з) Оз) 2f (ка )+ 


Xf (xs) +2706) t 4f (ху) * fx) 
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Шин южо 
0 |0 111 1 


0.9922 | 3.9688 


[ dx 5061259) s 13438 
oJlex? 3 


(5) Aproximar la integral definida por la regla de Simpson usando el valor indicado de 2n. 


LS 2n=4 


ox? txl? 
Solución 
1 b—a 
(х) = : = =— = ().25 
Го) x? exl 2n 


Xo 70, х, e 


1 
[= Оо H4 02) 2/03) AS a) + f) 


0x?+x+1 
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il [kj fe) | efe) | 
B [D 8. 1 


0.7619 | 3.0476 


0.5714 | 1.1428 


0.4324 | 1.7296 


po dx 


Lu posee а Bro * 3.0476--1.1428 41.7296 + 0.333) = 4 (2253) = 0.6044 
Ox^-x4l 3 12 


(6) Aproximar la integral definida por la regla de Simpson usando el valor indicado 2n. 


! 
[I 25zd 
о x? 


Solución 


0.9701425 |3.88057 
0.8944272 |1.7888544 


0.8 3.2 


0.7071068 |0.7071068 
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= ^ ao. 576531) = (0.0833)(10.576531) = 0.8813776 


ғ" 


Calcular el error para la regla de Simpson: Е, = = (b—a)f'" (kar)? 


2 


Г” o > у(х) -105x^(1-x?) 2. como [0,1] 


І-х” 
ік iv 105 
фа, ңы i 
f 0-0. f 0; 627416 
ке0, E, =-L (I0 )? =0 
para 180 XC. Y 
kei 2-2 mec. мі». лаллааанэ 


180 ” 22.627416 4 
" —L61124& E, S0 
(7) Calcular el valor aproximado de la integral definida por la regla de Simpson para el 
valor indicado 2n. [зеп xdx, 2п-6 
Solución 


f(x) = sen x, ar, хо=0, х; -хо *iAx 


КЕ ре 


0.000 0.174532925 


0.500 0.34906585 
0.866025 |0.302299753 
1.0000 0.6981317 
0.866025 |0.302299753 
0.50000 |0.34906585 


0.0000 0.000000 


2.175395831 
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['senx дын A (2.17539583 1) = (0.174532925)(2.175395831) 
0 


[sen x dx = 0.379678197 
(0 


П. 


а) 


e o 8 б 


Usando los métodos de los trapecios y de Simpson, estimar el valor de cada integral, 
redondear las soluciones de cuatro cifras decimales. 


Aproxime las integrales usando. 


El método de los trapecios. 


ni? 
| cosx dx, n=4 
[КДА п=2 
0 

1 

| Ух-Ї-хах. n=4 


: 2 
| sen» dx, n=2 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. T : 


Кра. Т: 


Rpta. T: 


Rpta. T: 


b) 


a) 


a) 


a) 


a) 


2.7500 , 5:2.6667 


0.7828 , 5:0.7854 


4.2500 . S: 4.0000 


4.0625 , S: 4.0000 


» 


El método de Simpson. 


0.957 


3.41 


0.342 


0.334 


b) 0.978 


b) 322 


b) 0.372 


b) 0.305 
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‚4 - 
[5 igx ах. п= 4 Rpta. a) 0.194 b) 
0 
fea n=4 Ема. a) 26.0212 
‹ к } ва 702€ 
Por la regla del trapecio aproximar la integral: 
4 
| 3. DUNT Rpta. 1.13 
! 410 x? 
R 
Ї e .n-76 Rpta. 9.47 
24 x? 
2 
[= 16-х ах, п= 4 Крга. 6.156 
4 
x ‚п=4 Rpta. 1.227 
9 44 4 x? 
Por la regla de Simpson, aproximar la integral. 
K 2 
І 464-х“4х. 20-6 Rpta. 0.561 
2 h 
5 
f 126 - xi dx, 21-4 Rpta. 35.306 
1 
5 
f E —x dx, 2n=4 Rpta. 11.140 
2 — — 
[| Мі + x!dx, 2n=6 Rpta. 3.24 


0.186 
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CAPITULO VII 


ECUACIONES PARAMETRICAS.- 


REP 
РАН 


RESENTAC E = CURVAS ЕМ 
AME В. “А. : : 


Las coordenadas (x,y) del punto P de una curva pueden estar dadas en función de una 
tercera variable, llamado parámetro es decir: 


. (1) 


A la expresión dada en (1) se denomina ecuaciones paramétricas, en donde cada valor 
de t le corresponde un punto p(f(t). g(t)) del plano XY. 


El lugar geométrico que describe el punto P se denomina curva parametrizada de la 
ecuación paramétrica, para obtener la ecuación cartesiana se elimina el parámetro 1 y 
de esa manera se obtiene una ecuación en forma cartesiana. 


Ejemplo.- Trazar la gráfica de las siguientes ecuaciones paramétricas. 


(1) 42. 9-5 


Solución 


Para trazar la gráfica primeramente hacemos una tabulación 
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Solución 


Para trazar la gráfica hacemos una tabulación. 


Ejemplos.- Trazar la gráfica de las ecuaciones paramétricas pasando a coordenadas 
cartesianas. 


(%) x=-1+c0s0, у=2 + 2 ѕеп Ө 


Solución 


ms 
lI гсэн 
Р 2 —senà 
2 


x=-1+c0s0 РЕ 4 
. elevando al cuadrado para eliminar е! parámetro. 


y =2+2sen0 
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UL — cos! 0 +sen? à zl 


(х+1)* + 


(х +1)? + 1 .que es una elipse 


Dmm 
4 


! 
! 
| 
i 
Lm 
i 
! 
i 
7 
i 
i 
i 
i 
1 


Solución 


Para obtener la ecuación cartesiana, eliminaremos el parámetro t. 


Y 


> xy-] ecuación cartesiana. 


"a |." 


.. (о) 


son las ecuaciones paramétricas. 


La derivada Y cuando x e y están dados en forma paramétrica se obtiene aplicando 


la regla de la cadena, es decir: 
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dy 
dr. dt. EU) rue 


di dxs FU 
di 


para obtener la segunda derivada, se aplica nuevamente la regla de la cadena, es decir: 


' 4 (drj 
d'y 8 dy --4 (dv dt di dx 


dv) dx dx dt dx dx dx 
dt 


d g(t) Fig" (o - Әсе) 
d e rm. (Га); 
ах? HO Ға) 


Generalizando se tiene: 


OBSERVACION.- 


dx ж) 


1) La primera derivada ——= 
dy Ға) 


crecimiento y decrecimiento de acuerdo al signo de la derivada. 


nos permite determinar los intervalos de 


dy _ f'(Dg"(0- Dg) 


dx? roy 


dirección de la concavidad en cada punto de la curva. 


2) La segunda derivada nos permite determinar la 


Ejemplo.- Calcular la derivada d de las funciones dadas en forma paramétrica. 
X 
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| 
х= — 
t1 
b sl 
ре 
Solución 
ік x (1) =- F 
+1)” 

© a ( +1) 

» = (Y уй)- 3 
t] (1+1) 
2t 
dy yi й+у, or dy. 20 
іст .. 1 1-1 ^ dx 1+1 
(1+1) 
[x =a(t —sent) A. 
| y = a(1—cost) > 
Solución 

[x =a(t—sent) [х'(@) = а(1— cosi) 
| у = а(1—сов/) | у'(ї) = asent 
dy у() ^ asent _ sen . dy _ sent 
dx x(t) а(1-со8/) 1-со8 “dx l-cosí 
Y LIE 
dx." 1-0 dxj, л 

3 2 


Ejemplos.- Encontrar la ecuación de la tangente y normal de la curva especifica en el 
punto correspondiente al valor dado de! parametro. 


х=?" +1. үзг-21, 122 
Solución 


El punto para t=-2 es P(5.-12) 
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л 
(2) x=4c0s1, y-2sen't, t«— 
3 

Solución 


E] punto para hr es PQ.3) 


dy уй) 4senrcos: — 
dx x(t) — 4sent 


APLICACIONES DE LAS ECUACIONES PARAMETRICAS.- 


AREA BAJO UNA CURVA DADA EN FORMA PARAMETRICA. 


Consideremos una curva C definida mediante las ecuaciones paraméitricas, 


Entonces el área de la región acotada por está curva, el eje X y las rectas verticales 
х= а, x=b seexpresa mediante la integral 
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р 
А= [ ҚОҚЫС)! 


donde о уф se determinan de las ecuaciones а = Цо); b= RB) y g(t) 2 0 en [a.p] 


Ejemplo.- Hallar el área contenida en el interior de la astroide  x=acos f. 


к= реп’. 
Solución 
Y Aplicando la simetría, el area de la region es dado por: 
В 
А -4| gt). f (oat 
a X 


ahora calculamos los límites de integración. 


з 


LI 


x-f(t)-acos't > Қа) = 0 => acos'a 20 > a= 


RI 


КВ) =а => acosf-a = p-0 


f(t) -acost => f'(1)=-3acos” tsent 


B f? n2 3 
A -4| вой =4{ ,bsen' (-За сов” tsen ndt «1248| беп“ 1cos” t dt 
a ті? O 


lab t sen4t scn'2i pt «Зал үү, Зал 
8. .2 8 6 0 2, «4. 8 
4 Зафл 3 
8 


Si la ecuación de la curva С es dada еп forma paramétrica mediante un par de 


funciones con derivadas continuas, es decir: 


Ecuaciones aramétricas 585 


Ejemplo.- Hallar la longitud del arco de la curva х=, үзі? desde t = 0 


hasta t= 4. 
Solución 
dx 2 
1 — — jl 
pasen dt 
? = 1 dy 
PLI | — = 2t 


m dy > gw аа Таз diis a 
кә) © ү” “5” @ = 1 91" +412 dt = [ «or e A +4) Jj. 


8 8 
=— (37437 -1 A L =— (374/37 –1 
35% y Ju 277 )u 


DADA EN FORMA PA 


| - [x = x(t d 
Sı la curva es dada por las ecuaciones paramétricas: С: ) donde HE x 

у= y(t) di” dt 
son continuas en a <1 < В, entonces el área de la superficie obtenido por rotación 
alrededor del eje X, del arco de la curva desde 1 = а hasta t = В es expresado por la 
fórmula: 


OBSERVACION.- Cuando se rota alrededor del eje Y y el área de la superficie es 
dado por: 
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Ejemplo.- Hallar el área de la superficie de la esfera engendrada al rotar un circulo 
de radio 4 alrededor de un diámetro. 


Solución 
Con respecto a un sistema de coordenadas cartesianas la ecuación del circulo de radio 
4 es: 


E 3 Е ES 
X ^ Y^ =16, cuyas ecuaciones paramétricas son x=4cost, y=4sent entonces: 


P --—4sent, а = 4 cost , donde el área de la superficie es dado рог: 


B | а s л - - 
4-an[ y(t) ¡En (0 ) dt -an[ 4sentq16cos" t4 l6sen^ 1 di 
a dt dt 0 


= п 6sent dt =—32[1 cos! ги = 641110? 
0 0 


NOTA.- Cuando t varia desde t = 0 hasta 1 = л se obtiene el semicirculo de 


diámetro sobre el eje X. 


(7) Hallar el área de la región bajo un arco de la curva x = at, у= а(1 — cos t). 


Solución 
A -[» dx = [аа —cost)a dt 
0 ) 
2 эл 3 
Aca" (t-sent) f. = 2a TI 
0 2ла X 


А=2а?П 


(2) Hallar el área limitada por la cicloide dada por: x(t) = a(t— sen 1), y(t) -а(1-- cos t). 
y por el eje X entre dos puntos sucesivos de intersección con el eje X. 
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Solución 


Эл 

A= [ye di 
0 

А = [аа — cos all — cost)dt 
U 


A =a° [a-2 COS ( 4- COS г)! 
1) 


sen 21 


- ) 2" =а'(3П-0) =3Па? s гети". 


А-а (Z-2senr o 


x = а(2 со5 {— cos 21 
(5) Hallar el área de la región limitada por la cardioide + ^ | 
У-а(25еп1-веп 21) 


Como la cardioide es simétrica su área es: 
В 
A-2| y(0x (1) dt de donde x' (1) =2a(ser?! —вети) 


X | mti ue 


0 
A -2| nx (йі 
y —a(2sent —sen 21) ЭР X )х' (t) 


0 
= 2) a(2sen t – ѕеп 21)2a(sen 2t —sen r)dt 


0 
Á= ва? | (sen: — cosi. sent)(2 sent cost —sen t)d! 
л 


а?” 2 2 
A = —8a | sen t(l —3cost-- 2 соѕ > t)dt 


52 
А = дс” іт ie — şen? мг 1, 
4 2 8 Р 
2 Зл 3 А 
А = 8а (0——) = ба? П а dun 


4 
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е ч x — a(t — sent) 
(4) Hallar la longitud de un arco completo de la cicloide 
y = a(1- cost) 


Solución 


ж =a(1-cost) 
[x = a(t ^ sent) 277 


|у = a(1— cost) |4. asen: 
dt 


L эл (ёс ЧЫЙ ҮЕ 
L= — 4(—) di 
[ Can e 
ҮТИ н. + четче тет 
0 эла X -| a^(1—cost)- a^ sen”? f dt 


2 2л 
=а| 45-2 о а-«2а| АЛ-сов!/ di 


Y 


эх Г) 2л 1 1 /n 
= 5 4 2 dt =? соз- = ARAN] 
а], 42 sen - di 2af sen di 2a[ cos 7] f; -4a[-1 —1] = 8а 


L= 8a 
(5) Hallar el área dela figura limitada por el lazo del Folium de Descartes 
3at Заг” 
= ‚у= ‚ 1%]. 
ы? 1444” 
Solución 
В 
Y A zi yx (dt donde 
а 
"2017-7363 
0 sini = Jat zs Fe 3e(l ri ) 
A (1-47): 


рага a=0, В = + 


Х+Ү+а= 0 E 


Luego el área de 1а región es: 
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— 2 _2{3 ен лот 
4-[ Эн, Зай A ) dt - 92? | t A 
өлім” Qar) 9 (1-0) 


= salf P ("Ea 


(ару! (03 +1) 


1 2 + За? За? 


=% [-——3 +27 = 
21-7)  3(l4t) 


U == diris ai 


(6) Encontrar la longitud total de la curva dada рог: х= а(2 cos 1- cos 21), 
у= a(2 sen t — sen 21). 


Solución 


Como la curva es simétrica con respecto al eje X, y además se tiene que cuando t varia 


de t = 0 hasta t = x el punto Р(х,у) recorre la parte superior de la curva, entonces. 


dx 
[x-aQ COS ( — cos 2f) [$ =a(-2sen1 + 2sen 2t) 


== | 
Ly = a(2 sen r -sen 21) |2 -a2 eost -2cos 21) 


Ж 
1=2] Ala? (-2sent  2sen 2t)? + a? (2cost -2cost 21)? dt 
0 


ҒА APT fu uu 
-sa[ > Ш-8а) зеп di = 16a cos, / =1ба 


L= 16а. 


(7) Calcula el área de la superficie generada por la rotación alrededor del eje X, del arco 


л 
de la curva x-—e'sent, уе cost desdet- 0 hasta дегі 


590 


Eduardo Espinoza Ramos 


Solución 
LA 
і — =e (sent cost) 
- sent б. dt 
БЕР". ау 
уе! cost 27-6 (соз/-зел!) 


А = 2л [' | 50 Ey aan e cost /2e' dt 


A =W2r |" e” cost dt = (ез (sent +2cos1)) /7 ^ 


242 
5 


До uut зы? 


Hallar el área de la superficie generada por la rotación alrededor del eje Y, del arco de 
1 
la curva y "кк -21пх), x e [1.4]. 
Solución 


Parametrizando la curva se tiene: 


=, 
| La .1є [1,4], calculando sus derivadas. 
Бага —2 nt) 


A 1 z в, 
2.1 гі Ф = — (t ——) , de donde el área de la supe: лсе es: 
dt dt і 


dx > ау > 1 1.2 4 1 1: 
A -n [x —) +=)" dl = Г 1-р-- -dt=2 ын, zu 
"|х 123 "x П infu] та! ) dt dl uten dt 


54 | 5.2 p 3 
= ? — — = d = — —2 
л | QU e E x | (r^ +Dat ds -0/, 24л 


? 
Я- 
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© 


2 3 
Hallar et área de la superficie engendrada al girar la elipse 22 * ri —], alrededor: 
gr p 
a) Del eje OX b) Del eje OY (a > b) 
Solución 
и =] parametrizando ésta curva: х = а соѕ1 , y-bsent 


Por ser simétrica con respecto al eje X se tiene: 


л 
Рага цана дан | 1 хза-» 1-0 


А- arf. 7122 «Cota 


5 
Ж = -аѕепі 
> d 


|. bes: 


2 7 2 2 0 2 2 3 2 
А = 4л |, Бвепгүа” sen” 147 cos tdt = 4nb |; senta? + (b^ —a^)cos" t dt 
2 2 


[x = а сов! 
, que al reemplazar tenemos: 


ly =bsent 


-— — cos! г sent dt 


0 РЕ Чп == 0 
А = abr |, sen ida? lle — b? ) cos? t dt - Anda? = |, 
z 2 


-b! 0 
А-4луа! —b? [ төз f +-——у——у-агсзвеп-————соз!]/ „,, 


Га 25. =ч a? 2 a? Ja? 
e ar 2(а? —Ь?) 


evaluando y simplificando se tiene: 


2 j 
a? —b^ 


A=2mb” + 2nab arcsen E. donde Е = 
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en forma similar para la parte b). 


а 2 
А=2ла 21246732: - donde до 
Е а 


Calcular el área de la superficie obtenida al rotar un arco comprendido de la cicloide. 


. alrededor de la tangente a la cicloide en su punto más alto. 


( = a(t —sen 1) 


У-а(й-сов1) 
Solución 


Un arco completo de la cicloide se obtiene cuando t varia desde 0 hasta 2x, en donde 


el punto mas alto en este intervalo es cuando 


dy 
ent dx 
t-71ycomo — ЯРА. ‚ ште. entonces la pendiente de la tangente es —| =0. 
+ dx ай-соч) г=л 
dt 


Luego la ecuación de la tangente es y — 2a. Como la distancia del punto (x,y) de la 


cicloide a la recta tangente es (2a — y) por lo tanto e! área pedida es: 
2л dx э dy > 
A-2n 2a EY A a 
| \ а а? 


ls — a(1— cost) 
= -4Ч4 H 
јх а(1-5601) dt 


dy 
— =asentf 
at 


|у-а(1-сов1) 


in | 2 1.3 ; 
А= 2| (2a — y) (E, РЕБ (Z) “dt, reemplazando se tiene: 
o V di dt 


эл > 
A=2ma| (1 cost)42a^ (1—cost) di 
n 
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2 ?т 
As 2ла? | 4 2 cos? 1 senta -sa'z[ cos? Le 
0 2 2 0 2 2 
2 2 2 
y -lar o f __l6a JEE _ 327a 
3 gro 3 
2 
ác: 32za y? 
3 
L Construir las gráficas de las siguientes ecuaciones dadas en forma paramétrica: 


O х-2 +2” © ]х = aQ cost — cos? t) 


ly = a(2 sen f -sen 24) 


x 2 l0cos? t 


y=10sen? y 


y= 


х= е' 


у= е” 


x -Jsent (2) 


y =4tgr1sect 


E | 
2; Ї 

9 " raw 
| | 
| | 
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1 
х 234t -2 х=— 
= y -In|t| 


қ ау 
En сада una de las ecuaciones, encontrar "Ж 6-45. 2 
54 


X — arctg! 
= In(l +1?) 


х= arcsent 


x = a(sent —t cost) x —lnt 
, = a(cost + sent) @) | n 
= e | 


y =e' sent ус! 


y-a-acos0 x 2 e' -sent 


4 =е' cost [mut 
ра a0 -asenO дон 


x 2t—sent Іх-е +1 
ӨТ 


ye (л)? y=l-e 


Hallar las ecuaciones de la tangente y la normal a la curva en el punto correspondiente 
al valor del parámetro que se indica: 


x=1+3senf л к = 218607 m 
E O ot 

y -2-5c0s! 6 y=5c0s! 3 

х= a(l—sent x = 20083; 

| ТҮ; O | Pf 

|y = a(1 — cosi) 4 |y 2 2sen? i 4 
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po 21 
НТ х = 4cost 
© [^e "Шм 


| _ a у= 25еп? 1 
Dl 
г 
x -23sent—8 = ае! cost 
o | цав қ 10 
ұ-5-2веп/ 4 y- ае! sent 
IV. 
(%) Hallar el área de la región limitada por el astroide x -acos!t, у=а sen? t. 
2 
Rpta. Mn 
8 
Hallar el área de la superficie comprendida entre el eje OX y el arco de la cicloide, 
х —a(t— sent), у= a(1 — cos t). Rpta. За?л и” 
Hallar el área de la figura limitada por una rama de la Trocoide, x = at — b sen t, 
y=a—bcost, (0<b<a). Rpta. (52 +2аЬ)л и” 
(4) Hallar el area de la región encerrada por los lazos de las curvas. 
a) х=, y-3r- Rpta. 8 a 
b x-t-t£, yz —3t Rpta. wt 
20 
3 2 3л 
с) Х-с08 f, y-—coS t.sent Rpta. T 
s t 
(5) Hallar el área de la región encerrada por las curvas х= En ‚ у= ШЕ, 
1-4” 1-1 
t е(0,->, y el eje Y. Rpta. mo Зун 
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Hallar el área de la región limitada por la curva х = асоѕ? t, у= bsen? t. 


ЛЫ 


Rpta. u 
E 


2at m 


Calcular el área de la región limitada por la curva cerrada x= Т ‚ у=——. 
+17 


a*(4-x)r 2 
————————H 


Rpta. 4 
" 4 


Determinar el área encerrada рог el lazo de la curva descrita por: х-і 


yz -121. Rpta. 129.6 и! 


—2t, 


Hallar el área encerrada por el lazo de la curva dada por: x «1! —t, у=? —3. 


8l , 
Rpta. — и? 
ET 


Hallar el área encerrada por: х-17-1, y =P +t. Rpta. E и? 


Hallar la longitud del arco de la envolvente del circulo: 


х = а(соѕ 1+ tsen 1), y=a(sent—1cos 1) desde 1=0 hasta t=T. 


2 


aT* 


Rpta. 


c? cos! t _c sen? 1 


Hallar la longitud de la envolvente de la elipse х------, 


a b 


a” =P 


ab 


(c? 2a? -5?). Rpta. 4( ) 


Hallar la longitud de un arco de la  cicloide dada рог: хта(1- sen t), 


y = a(1 — cos t). Rpta. 8a 
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© 


© 


Hallar la longitud de la curva dada рог: x = a(2 cos t — cos 2t), y = a(2 sen t — sen 21). 
Rpta. 16а 


3 L 


: : І [| 
Calcular la longitud de la curva cuyas ecuaciones son Wu rb Wer. ud de 


42 
1=0 hastat- 1. Rpta. 14220447) 
Determinar la longitud dc 1а сигуа x=e'senf, р=е ' соѕг, desde t=0 
hasta 1 = m. Rpta. 42(1-е” 
P Э 
Hallar la longitud del arco de la curva cuyas ecuaciones son: Зай ин Ч 


15152 Rpta. QUT - 42)41 2217 
RUE 


t [ 
Encontrar la longitud del arco de la curva dada por: x=f—atgh(—), v-asecA(—) 
a a 


desde 1 = -a hasta t= 2a. Rpta. [In(cosh 2) - In(cosh(-1))] 


Hallar la longitud de la curva dada en coordenadas paramétricas x —e" sen3t, 


v —e" cos3r. desde cl origen hasta el punto en que 1= In2.— Rpta. 24 


x = 50(1 cos) + 50(2 — 1)sent 


Las ccuaciones paramétricas de una curva son: 
y =50 sen 1 + 50(2—1)sent 


Determinar la longitud de la curva enire los puntos 1= 0 y 1=2, Кра. 100 


Е ETE 2 
Determinar las  ccuaciones  paramétricas de una curva хѕеп/ + ус08/ -1”, 
X cost — y sen t = 2t, en donde t es cl parámetro, se pide hallar la longitud de la curva 
n^ +24 
= r 


Rpta. 24 


comprendida entre los puntos 1=0 y / = 


кә [3 
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Calcular la longitud de arco de la curva parametrizada. 
x=(17 -2)sent+21c081, y —(2-(^)cost2tsent, desde 1= 0 hasta 17 m. 


3 
л 
НуйлЄ 
— 


Hallar la longitud de arco de cada un de las curvas siguientes: 
a) x=e seni, y=e' cost, t e [0,1] Ера. 1246 -1) 


b) х= г. y=E+— . desde ісі hasta 1= 3. Rpta. 


/ 


с) x=e'(cosr+tsenf). у-е (вспі-1сов/) 1 є (021) — Rpta. 2(с7-1) 


Calcular la distancia recorrida por una particula дис viaja а lo largo «іс la curva dada 


en forma paramétrica х =/° —3, у= 3t durante el tiempo t e [0.2]. 


Rpta. 5—1n3 


Hallar el àrca de la superficie engendrada por la rotación alrededor del eje OX. de la 


3 


i 128 4 
cicloide x = a(2 cos т ~ cos 21), y= a(2 sen 1— sen 21). Rpta. Mem 


Hallar el area de la superficie engendrada al girar uno de los arcos de la cicloide: 


х = a(1-sen 1), y-a(1— cost) alrededor: 


4 - 
a) deleje OX вр. © 5 ли" 
b) del cje OY Rpta. lóa mu 
33u 
c) dela tangente a la cicloide en su punto superior Rpta. ти 


Ecuaciones arametricas 599 


O 


Hallar el área de la superficie de revolución que se obtiene al girar alrededor del eje 
OX, las curvas dadas por: 


12 
a) x=acos 1, y=asen? t Rpta. „апи 


242 


b у-е .х>0 Rpta. T T — Dyna? 


Encontrar el arco de la superficie generada al girar alrededor del eje X la curva 


x=e' sent, y=e' cost, t 10.5] , Крка. Энд ur -2) 


Hallar el área de la superficie generada al rotar alrededor del eje Y la curva x 2 t * 1, 


3 


2 2 
yet. t e [0,4]. Rpta. ^ Qe 26 - 22) 
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8. COORDENADAS POLARES.- 


El sistema de coordenadas polares consiste de una distancia y la medida de un ángulo 
respecto de un punto fijo y una semirecta fija. El punto fijo se llama el polo (u origen) 
y se denota por “o”, la semirecta fija se llama eje polar que denotaremos por OA y se 


gráfica horizontalmente y a la derecha, 


el polo eje polar 


о A 


Sea P un punto distinto del polo “O” y Ө e ángulo en radianes cuyo lado inicial es 
OA y su lado terminal OP. Entonces: si r es la distancia dirigida desde “O” a "P" 
(r = [ОР |) un conjunto de coordenadas del punto P está dado рог г y Ө y denotaremos 


por: P(r.0) (ver gráfico). 


P(r,0) 


0 А 


Ejemplo.- Graficar los puntos вэ. P. Р(-4.7). кра 


Solución 
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л 
р(4.2) 


Suponiendo que cl polo de un sistema de coordenadas polares coincide con el origen 


del sistema cartesiano y el cje polar coincide con el eje X en sentido positivo. 


Lucgo, cualquier punto P del plano tiene por representación en coordenadas polares 
P(r.0) y cartesianas P(x,y). 


Y P(r.0) En el А ОАР setienc: 160 E oÉg- arctgC.-) 
х х 
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Que es la relación entre coordenadas polares y cartesianas. 
à 7n 
Ejemplo.- Trazar el punto Su 47 y encontrar sus coordenadas cartesianas. 


Solución 


Сото х = г соѕ 0, y=r sen 0 entonces: 


х= -6 соз tE = -Ba 


“ә 


y =—65сп Z = 3/2. 


Luego (х, y) = (342 342) 


Ejemplo.- Encontrar una ecuación polar de la gráfica cuya ecuación cartesiana cs 


2 


2 2 
dada por x ^y =a 


Solución 


2 2] 2 
[x =” cos” 0 


x=rcos0 
Se conoce que: 


y-rsenÓ 


23 ^ ? 


5 a з 
Como х +” =a" > ғ ла” =>r=a 


Por lo tanto la ecuación polar es 


Ejemplo.- Encontrar una ccuación polar de la gráfica cuya ecuación cartesiana es 
y =4Ax+1). 
Solución 


Se conoce que: x =r cos Ө, у = г sen Ө. Ішсео reemplazando сп la ccuación 


з 


y" =4(x+1) entonces г? sen? 0 = 4(r cos 0 +1) de donde 


r^sen^0-4rcos0 -4-0 
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+ 
pl сй de donde — ү 0 r= 2 


Entonces "OX СЕСЕ 
sen”? 0 1-сов0 1-сов0 


Ejemplo.- Encontrar una ecuación cartesiana de la gráfica cuya ecuación polar es: 


r? -2sen8. 


Solución 


, 


y 
Se sabe que r? 2x? +у?, у= гѕепӨ => sen0-— 
" 
2 
Como ғ? -2sen8 => х2 +у? = 


л. о жу ух! + y? =2y 


Ejemplo.- Encontrar una ecuación cartesiana de la gráfica cuya ecuación es: r? = 0. 


Solución 


Conocemos que: 160 = T cs Be агсір(:/;) 
х х 


2 2 2 
г? =x" зу? сото r?=0 => х? зу? загс (7) 
х 


Consideremos la recta L que pasa por el punto A(a.o) y que es perpendicular al eje 


polar ó a su prolongación, su ecuación cartesiana es dada рог x = а. como х = г cos Ө 


entonces su ecuación polar es: r cos 0 — a. 


Cuando a > 0, la recta L se encuentra a la derecha del polo; cuando a < 0 la recta L se 
encuentra a la izquierda del polo. 
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L L 


Ü A(a,0) 0 


a>0 


Consideremos una recta L que pasa por el punto Жа.) que es paralelo al eje polar. 


Su ecuación cartesiana es y = а. como y = г sen Ө, 
1 -s 
! entonces su ecuación polar es: rsen Ө = a. 
І Cuando а > 0, la recta se encuentra arriba del eje 
1 
| 


L polar; Cuando a « 0, la recta se encuentra por 
| A(a n ) debajo del eje polar; cualquier recta que pase por el 
bins. polo, su ecuación es Ө = К, donde К es la medida 
[— ————— > ь Р 
0 del ángulo que forma la recta con el eje polar. 

L 
0 
0 


La ecuación de la circunferencia con centro en el polo y radio k esr = + К es decir, el 


punto P(r.0) pertenece a la circunferencia si y solo sí | OP |- k. 


P(r,0) 
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Luego si la distancia | ОРЕ А, entonces г = + k es la ecuación de la circunferencia 


de centro en el polo y radio igual a k. 


P(r,0) 


P(r,O) pertenece a la circunferencia y como AOPA es recto por ser inscrito en una 


: : r 
circunferencia. Luego с080 = 2a de donde r= 2a cos Ө. 
a 


1. Encontrar una ecuación polar de la gráfica que tiene la ecuación cartesiana que se 


indica. 


х -бу-у 
(х2 «y! y! =4(x? — y?) 
те 2х 

52-6 


Зх? +4y? -6x-9-0 


i gay us yy =0 


ir" yy = 4x! y? 


eooococooo0 


2x? - y! =0 


5 out 


© & (9 © 


x? +y +4х+4у=0 


y” -4x-4=0 
yas 
2а-х 


APTA 
x? + y?-4x+2y=0 


(x? жуу? -2а ху 
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II. Hallar una ecuación cartesiana de la grafica que tiene la ecuación polar dada: 
0 r-3sen0- 5 cos Ө Q г? -2веп0 
6) ғ? cos 20 =10 (%) к? = cos6 
(5) r? =4с0520 (6) r?=0 
(7) г-2 sen 30 r$ =r? cos? Ө 

- Ч» 3 
© rao 2677) 
(1) r? =4sen20 (2) r=1+2sen0 
9 
(13) nee қыса r? cos20 -3 
(15) r - 2 cos 20 rsen 20 = 3 
(7) -зеп!0-4сов0 г = 2(1 + sen Ө) 
Ч 6 4-3 4 
ые 00) ет 
(21) r= a sen Ө+ b cos Ө Q2) г= а(1 — cos Ө) 


TRAZADO DE CURVAS EN COORDEN 1DAS POLARES.- 


La gráfica 0 lugar geométrico de una ecuación expresada en coordenadas polares es: 


G-í(r8)eRxR4Ars (0) | 
DISCUSION DE UNA ECUACION POLAR.- 


Para facilitar el trazado de la gráfica de una ecuac ón en coordenadas polares es 
conveniente establecer el siguiente análisis. 
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ler. Las Intersecciones: 
a) Con el eje polar: se hace Ө= nr, neZ 


b) Con el eje a 90%: se hace 0-7 enm,n є 7, 


2do. Simetrias: 


a) Con respecto al eje polar: se reemplaza (г.-Ө) por (г,Ө) 81 no cambia la ecuación, 
la curva presenta simetria. 


b) Con respecto a eje а 90%: se reemplaza (т,0) por (r.x — Ө) y por (-r.-0) si la 
ecuación no cambia la curva es simétrica. 


c) Con respecto al polo: se sustituye (r,0) por (-г,0) si la ecuación no cambia la 
curva es simétrica. 


3er. Tabulación: 


Se determinan los valores de r correspondiente a los valores asignados a 6 en el 
dominio y se ordenan los pares. 


4to. Trazado de la Gráfica: 


En el sistema coordenado se localizan los puntos hallados y se traza la curva. 


- EJEMPLOS.- | 


Discutir y graficar las ecuaciones. 
(D  r=a(l+c0os0) (La Cardioide) 
Solución 
a) Intersecciones: 
i) Con el eje polar: O6=nx, neZ 


r=a(1 + cos nx) 
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b) 


c) 
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Sí п= 0 = r=2a, (2a,0) 
Si n=1 => г= 0, (0.7) 
sin=-1 >r=0, (0,-1) 


Si n=2 ->г- 2а, (2а.2п) = (2a.0) 


ii) Conelejea zt 0==+nm. nez 


si n=0, 8-2. г= а, RUD 
2 2 


я 8-1, ga r-a, (a) 
2 2 


: л л m 
si n=-1, 0 == г=а, mep 2 
іі) Con el polo: г= 0 => соѕ 9 = -1 > 9= п, Зл 
Simetrías: 
i) Соп геѕресіо al eje polar: (r.-8) por (r .0). 


г= а(1 + cos Ө) = а(1 + cos(-6)) > 3 simetria. 
ii) Con respecto al eje 0 = 5: (г.0) por (г.п — Ө) 


г=а(1 + соѕ Ө) za(l + cos(r- Ө)) => В simetría 
iii) Con respecto al polo: (г. 6) por (-r. 0) о (т, 8 + я) 


г=а(1 + со$ 0)*a(1+cos(r-6)) > Я simetria 


d 
dla 7] 


Tabulaciones: 
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22 11.97а 
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(2) r^ -5cos20 (lemniscata) 


Solución 


a) Іпќегѕессіопеѕ: 
i)  Conel eje polar: 6=nr,neZ 
r? -5сов2пл 
бі n=0, 020, r- +4/5 => (45,0) y (45,0) 
51051, 6=x, г=+4]5 => (45,л) у (-45,л) 


si n=-1, Ө--л, г=+\5 > (45,1) y (-45.-л) 


609 


610 


ii) Conel ejea - 0= nnn YA 


г? = 5008205. +лл) 


$1 п= 0, r?--5, AreR 
s п= 1, r?z-5, AreR 


si n--l, r'--5, AreR 


iii) Con el polo r= 0. 


Si r-0 => cos20-0 > 0- 


b) Simetría: 


i) Con respecto al eje polar: (г,0) por (r,-0) 


һ|з 
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r° =5c0820 -5cos(-20) = 5с0520 => 3 simetría 


ii) Con respecto al eje: (r.0) por (г,л - 0) 


r^ 2 5cos 2(z4—0)—-5cos20 > Звітеігіа 
ін) Con respecto al polo: (г,Ө) por (-г,0) ó (r,x + 0) 


к? 25cos20 = (Y =r? = J simetria. 


€) _їаюшасїбп, 
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т = 2 sen 30 (Rosa de tres pétalos) 


Solución 


а) Intersecciones: 


i) 


ii) 


Con respecto al eje polar: Ө = пл 

8 п= 0, Ө-0, r=2sen8=0, (0,0) 

бі n=1, 0-7, г= 2 sen Зл = 0, (0,7) 
si п-2, 0=2x, г= 2 sen 6n -0, (0,211) 


si п= 3, Ө-3л, г= 2 ѕеп 9л= 0, (0,31) 


Con respecto al eje а о Ө =уүпп 
si n=0, pot. колын or (2,53 
2 3 2 


81 n=1,0=%, r=2sen 7-2, 0.25) 
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b) 


c) 
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si ero кез ieu a, (2%, 
2 3 2 


si n=3,0=-2, r= 2sen 2-2, 0.72) 


iii) Con respecto al polo: r= 0 
si r= 2sen30=0 > 30-7 0-— 
Simetría: 


i) Con respecto al eje polar: (г,Ө) рог (г,-0) 


si r-2sen30z2sen(-30) > A simetria 
ii) Con respecto al eje а к (г,Ө) por (т,л-0) 


si r= 2 sen 30 = 2 sen 3(л - Ө) = 3 sen 30 — 3 simetría 
iii) Con respecto al polo: (г,Ө) por (-r,0) 
si r= 2 sen 30 = -2 sen 30 > Z simetria. 


Tabulación: 


5л 105? 
12 m 


chau] zone o esu E 


Lire le le Pu [e 
12 


ia ПИШЕТ: ERN 321 


ado ada 1.414 0—48 
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(4) r-8(1—2 cos Ө) 


Solución 


a) ntersecciones: 
i) Con respecto al eje polar: Ө = пл, n є Z 
n=0,0=0, г--а, (-a,0) 
n=1,8=r, r=3a, (За,л) 


n=-1, Ө-л, г= За, (3а-л) 
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- x л 
й) Con respecto al eje FE uini Mu пе 2 


л л 
in=0,0=—,r=a, (a,— 
81 3 а, (а 2 


si n= WS r- a. б) 
2 2 


si n=-1,0=-%, г=а, (a- E) 
2 2 


iii) Con respecto al polo: г= 0 
b) Simetría: 
i) Con respecto al eje polar: (r,9) por (г,-0) 


r-a(1—2cos Ө) = а(1 —2cos(-0)) => 3 simetria 
ii) Con respecto al бе 5 —: (1,0) por (r.z - Ө) 


г=а(1— 2 соѕ Ө) = а(1-2сов(л-0)) > Я simetria 


iii) Соп respeto al polo: (г,0) por (-r.0) ó (r,r + 0). 


r-a(1—2cos Ө) + a(l —2 cos (л+ Ө) => 2 simetría. 


c) Tabulación: 


Зл Sr 
12 12. 


asas 


я | тм |ж ы 
12 3 4 6 
г jl5la |2a  [24la |2.73a | 


Los demás puntos es decir de x a 27 se hace por sime! ja. 


2.95a 


A] > чу. 
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A 5. 
ээн A 


Solución 


a) Intersecciones: 


i) 


Con respecto al eje polar: Ө = пл, n e Z 
. 2 

si п= 0, Ө= 0, $ BreR 

бі п= 1, Ө= п, r=1, (1,7) 

: 2 

si n-2, Ө= 2m, к=з» A reR 


si n=-1,0=-1x, r=], (1.-n) 
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РВ А л 
ï) Con respecto al eje 2 0 ЗЭН пл, neZ 


áin=00=%. 1-2, 2,7) 
2 2 


a, og Ж». a 7 
2 2 


л л л 

si n=-1,0=-—,r=2, (2,-—)=(2.— 

si 2 ( 2? ( 2) 
iii) Con respecto al polo: r=0 


r= =й Ө que verifique: 


71-со80 
b) Simetría: 
i) Con respecto al eje polar: (1,0) por (r.-0) 


2 2 


= ш------- > H sunetría 
1-с080  1—cos(-6) 


r 


ii) Con respecto al eje 2: (г.0) por (г.п - 0) 


pa "RC = — w— х "m m > A simetría 
1-с080 1-сов(л-0) 1—со$Ө . 
iii) Con respecto al polo: (г,Ө) por (-г,Ө) o (r.n + Ө). 


c) Tabulación: 


971071157 [a 45 (60:95 [90° 
т px [5714 |492 [682 [а |266|3 | 


IR: 
115 1133 ат 97 TOT Ti 
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(9 


г= 3 соѕ 20 (Rosa de tres pétalos) 
Solución 


a)  Intersecciones: 
i) Conel eje polar: O0=nx, пє 7 
si n=0, 0-0, r=3, (3,0) 
sin=1, Ө-л,г-3, (3,n) 
si n-2. 0z27n, r=3, (3,21) = (3.0) 


si n=-1, Ө--л, r= 3, (3,-л) = (3.7) 


ii) Con respecto al беа =: 0=5+nx, nez 
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b) 


c) 
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si n- 0, Ө E r=-3, (2,53 
2 2 


fin а [9 
2 2 


3л 


5л 5л 
| n-2, 0 —, r--3, (143=(43 
sin 2 r ( > 1-4 ) 


m П 718 
| п--і,Өес---, rz-3,9-3— 5) (3,2 
si = ( 2) ( 27 


iii) Con respecto al polo: r= 0 
л 3л 
como r= 3 cos20=0 > 0-—,— 
4 4 
Simetría: 
i) Con respecto al eje polar: (г.Ө) рог (r.-0) 


ii) 


iii) 


si r= 3 cos 20 = 3 сов (-20) => Э simetria 


Con respecto al eje a = (г.Ө) рог (r.n - 0) 
si r= 3 cos 20 = 3 cos 2(л- 0) = 3 cos Ө > З simetria 


Con respecto al polo: (г,Ө) рог (-г,Ө)о (гл + 0) 


r= 3 cos 2(п + 0) =3 cos 20 > 3 simetría. 


Tabulación: 
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“| E d | 
4 
$43 1-1-5 1.5 EN EI 
H- 7 ийг ? 


5: [rv (1655: (2107 [225° (2407 (2557 | 
AE 
2 2 


|8 |2702 [285 — |300* [315° (3309 [3452 [360% 


ань: |! аны 
>< 


180° 


АМУ 
LIRE 


22 | 
L Ag 


210° 
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9 


r-2 


a) 


b) 


—2 sen Ө 


Solución 
Intersecciones: 
i) Con respecto al eje polar: Ө = пл, neZ 
si n-0,0-0. г- 2, (2,0) 
бі n=1,0=x, r=2, (2,1) 


si п--І, 0=-x, rz 2, (2.-x) = (2.1) 


" қ Қ. л 
ii) Con respecto al eje з: "P. пе 2 


si n20,0- 7, г=0, (0,2) 
2 2 


3л 3n n 
К = l. De, =4, До ES 84,--- 
sin ^d ( > )=( 5) 


si п=-1,0=-©, г=4, (4-2) 
2 2 
ш) Con respecio al polo: r=0 
л 
r=2-2sn8=0 > sen0=1 > EN 


Simetría: 
$ Сор respecto al eje polar: (г,Ө) por (г.-0) 


г-2--25сп0ж2-2 sen (-Ө) > Я simetría 


ii) Con respecto а! eje a Ж (г.Ө) por (r.r - 0) 


r-2-23sen0-22-2sen(x- Ө) — 3З simetria 
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Coordenadas Polares 
с) Tabulación: 
л (л үл jm |5zm л 
12 6 |4 3 12 2 
R |2|1.48 |1 |0.58 |0.26|0.66 |0 | 
7л }2л |3л [зт ТА ЕН 
12 3 4 6 12 12 
Е |1.51a |2а |2.41a |2.73а |3a |2 |2.51 | 
7n 5n 4n | 177 Зп |1Әл | 5л 

б 4 3 12 2 12 3 
[R |3 |341 |373]392 |4 |393 [3.73 | 
1л 23л [2n 

4 12 


т 1341 |3 |251 |2 | 
m 
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г-20, Ө є [0,27] (espiral de Arquimedes) 


a) 


b) 


Solución 


Intersecciones: 


i) 


Con respecto al eje polar: Ө = nz, n є 2. 
si п=0,0= 0, г-0. (0.0) 
si n=1,0=5x, r=2x, (6.28.5) 


si п= 2, 0-2m, r=4x, (12.57,21) 


ii) Con respecto al eje a 90% =-у+пп .neZ 
si n=0, 0=Ž, г= m, (3.14, E) 
2 2 
si n-1,0 т.) , 1=3x, (9.42,25) 
2 2 
sin=-1,0=-%, r=-n, (314,-7) 
2 2 
iii) Con respecto al polo: r- 0 
r-28-0, Ө-0, (0,0) 
Simetría: 
i) Con respecto al eje polar: (r0) por (r.-0) 


ii) 


г- 20: 2(-0) > Я simetría 
Con respecto al eje а E : (1,0) por (r,r - Ө) 


r-20z2(n-0) > A simetría 
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r=20%2(n+0) > й simetria 


ін) Con respecto al polo: (г,Ө) por (-r,8) o (г,л + Ө) 


c) Tabulación: 


° [195° |210* 


en o 
e 
г- 
8 | 
об о 
e 
F 
= |o 
© о 
d 
w^ 
vt о 
г 
м 


1052 1387 165° 
3.67 |4.19 |4.71 


ООО 0000000000000 © 


Discutir y graficar las siguientes curvas 


т = 4 cos ЗӨ (Rosa de tres pétalos) 


r-2—4cos0 (Caracol) 


r? = а? cos 20 (La lemniscota) 


r-asen20 (Rosa de cuatro pétalos) 
r-4—4cos Ө 

r = 6 cos 40 

т = 7 sen 50 

r-2—2sen0 

r-b-*acos0 (b»a»0) (Limzon) 
r=a(2 + cos Ө) (Caracol de Pascal) 
г= а(1 — 2 сов Ө) (Caracol de Pascal) 


т = 4 sen 20 


г= 2(1 + sen Ө) 


OPE — ИФ 
1—2sen8 
r? =9sen 20 


r^ = 2500520 


c 


®© © ®@ 0060000060000 © 
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r- (La recta) 
sen 0 


r=e? (espiral logarítmica) 
0 : : 
r= 3 (Espiral de Arquimedes) 


r(1—2c0s0)-4 (hipérbola) 
r = [2a cos 6| 
г= 3—3 ѕеп Ө 
г= 1+2 соѕ Ө 
r = 2 cos 20 
г= 2аір Ө - ѕеп Ө (Cisoide) 
г= 4 со5 Ө 
г= 3 соѕ 20 
г=3 +3 c0s0 


= 2 
1-2со50 


4 
r=4sen0.cos” 0 


r^ = —4sen 20 


Coordenadas Polares 625 


63) т = |соѕ 20| 64) r = [sen 30| 
(85) I = 2 cos 40 r = б cos 50 


DISTANCIA ENTRE 005 PUNTOS EN COORDENADAS 


Consideremos dos puntos en coordenadas polares R(r.0,) y P,(r,,0,) y cuyos 
componentes en el sistema de coordenadas cartesianas son А (Хү, У1) y Р,(х,, у) 


y como la distancia entre dos puntos es dado por: 
d(P..P,) = (х ху) * 05 у) 
d(B, P) = x Fr +x3 + y] —2(X,X2 + ууу») 


4(В,Р,)- n. tr —2nr; cos(0, — 


Х, Х, Х 


Ejemplo.- Hallar la distancia entre los puntos /,(—3,75?) y Р, (5,459) 
Solución 
а(Р,,Р,) = 49 +25—2(—3)(5) cos(75? —45*) = 4/34+30с0530° =434+15 =4/49 =7 


а(Һ.,Р,)-7 
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Las intersecciones de dos curvas dadas en coordenadas polares, se determina 


resolviendo la ecuación г y Ө. 
Ejemplo.- Hallar los puntos de la intersección de las curvas 
г= а(1 + 2cos Ө), г=а соѕ 0 
Solución 
Resolviendo el sistema de ecuaciones se tiene: 


"=a(1+2c0s0 
| a mg а(1 + 2 cos Ө) = a cos Ө 


гэасо80 
> с050=-1 => 0-m 


sustituyendo el valor en cualquiera de las ecuaciones se tiene r= -a, luego el punto de 


intersección es (-a,n) (si r = 0, ambas ecuaciones tienen solución). 
OBSERVACION.- Consideremos la ecuación de una curva en coordenadas polares. 
..- (10) 


la misma curva esta dada por: .. (2) 


En efecto: п-б, r= f(0) 
n=l, -г- ҚӨ--2х) => P(-r, 0 + л) 
P(-r. Ө + 21) 


п= 2. г= ҚӨ + 2п) > P(r, Ө + 2n) 
por lo tanio (1) у (2) son equivalentes. 


Luego para hallar los puntos de intersección de las curvas г = f(0) y r= £(0) se 


sigue los siguientes pasos: 
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1) Seobtiene todas las ecuaciones distintas de las dos curvas aplicando (2) en cada 
una de ellas. 


жы а=, (0) [г = /3(8) (3) 
r-gy((0) [r=g,(0) АО 
2) Seresuelven las ecuaciones simultaneas. 
pan [= Л(Ө) -.. (4) 
r-g(0) |r=g,(0) 


3) Se verifica si el polo es un punto de la intersección haciendo г = 0, en cada 
ecuación para determinar si existe solución para Ө (no necesariamente la misma) 


Ejemplo.- Hallar los puntos de intersección de las curvas. r = 2 cos Ө y r=2 sen Ө 
Solución 


Calculando las ecuaciones distintas de las dos curvas para el cual aplicamos. 


(-D"r- f(0*nz),neZ setiene: 


—r - 2cos(0 4 z) pee 
-— 


ara п= 1, 
" (De aus л) 


к= 25еп@ 


Como se obtiene las mismas ecuaciones entonces es suficiente resolver el sistema de 
ecuaciones iniciales. 


mai 


= sen0-cos0 > ірӨ-і > 0-2 
г-25600 4 


r=2cos% - 42 => г-40 


luego el punto de intersección de las curvas es Р(,2. z 2 
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Ejemplo.- Hallar los puntos de intersección de las curvas г = 4(1 + sen Ө) y 
1(1 —sen Ө) = 3 


Solución 
Calculemos las distintas ecuaciones de las curvas dadas, para lo cual aplicamos. 


(-)"rz f(0«*nz),nez se tiene 


Алы ғ = 4(1 —sen0) 
para n=1, - 3 > 3 

A OO -F= 

1 —sen(0 + л) 1 - sen 

| к =4(1+sen(0 + 2л )) к =4(1+sen Ө) 
para n=2, < 3 =» 3 

y ———————— r= 

| ] -sen(0 +27) 1—sen Ө 


El sistema (2) va repitiendo, luego para hallar los puntos de intersección resolveremos 
los sistemas de ecuaciones dada. 


ғ = 4(1 —sen Ө) 3 
3 = 4(1-зеп0)- >. 1—веп? 0 = 
r= 1+8еп Ө 
1+ ѕепӨ 
año = оов 4.3. > 0-7, 2: өзен Ba 
4 2 6 6 6 6 


ағ 06 10 „жаў 
como г = 4(5еп Ө - 1) > : 
-r=4(sen 7-1) 22 , К»-2 


Тл liz 
Р, (2,—), P,(23,— 
й! 67 4( 6 ) 
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Consideremos la ecuación de una curva dada por 


s.. (1) 


Sabemos que las coordenadas cartesianas y polares están relacionados por: 


х=гсозӨ | y rsenO .. (2) 


Luego al reemplazar (1) en (2) en la ecuación de la curva lo escribiremos en la forma. 


que son las ecuaciones paramétricas de la curva con parámetro 6. 


Ahora calculamos la derivada de cada ecuación paramétrica con respecto al 


parámetro 0. 


dx ! 
[x= f(0).cos Ө Г.яАЦан22 


« 


|y = /(0).ѕеп Ө | = чөузевӨ + (буо 


luego calculamos A es decir 


dy 
dy 40 _ S'(0)sen0+ /(0)соѕ0  f'(0)1g0 + f (0) 
dx dx  f'(0)cosO—/(0)senO — f'(0)— f(0)tgO 
аб 


t AL 
dy f'(0))g84f(0) ^ "qp 


dx f'(0)-f(0)tgO dr _ 
20 
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dy 2 4 
Сото 1а = representa la pendiente de la recta tangente a la curva, se tiene que: 
X 


Si a es el ángulo formado por la recta tangente y el eje polar. entonces: 


-» 
Si Р(г,Ө) es el punto de tangencia у 6 es el ángulo que forma el radio vector ОР yla 
tangente, veremos los siguientes casos: 


i) 


Se deduce que а-0Ө%6 => 5=a-0, aplicando tangente se tiene: tg Ó= tg (a - Ө) 


ii) 


Coordenadas Polares 631 


ó—-atn-0-»ó0-7nx-*(a-898) de donde 


tg 6 7 tg(r + (a - Ө) = tg(a - 0) por lo tanto en ambos casos significa que: 


dr 
ша-ір0 алы 
ір Ó= g(a - Ө) de donde igó -—————— сото іра = 
1* tga.tg 0 dr 
— -r 18 0 
10 
ағ 
-+ ig0.— — tg 0 
r+1g 40 E 
n Uu r*rig^ Ө 
ig ó = - 
dr dr 7 dr 
r * ig0.—— = ш Ea 
T 49 198 712) 40 
Ш ғай 
40 
7 
T" шев Ө) =-= 0 
жөнің ЖР 


Ejemplo.- НаШаг el ángulo о y б, el valor de la pendiente de la tangente еп el punto 
dado. 


(D r=4(1+sen8), P(4,0*) 


Solución 


г= 4(1 + sen Ө) > AF aano => z! =4 
аө dO]. 
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NEAL MAN => fe, 
FU) 4 4 
(2) = а(1 - cos Ө) a, a>0 
Solución 


r-a(1—cos0) => Ж amb => 8. Ж.) 
аө d0|,* 2 
6 


г= a(1 —cos Ө) para == = "=@-3) 


кеш, 20. Буу УЗ 
ир do — e. 4 3.1 
"е > Rue 
— —r tgO жее» Ipae EA 
=й 2—5 0-43) 
л 
como tga=1 > к= 
iaa - =. 
4 6 12 


Consideremos una función continua y positiva en el intervalo [o,p], suponiendo 


— — 
que la curva C tenga por ecuación r= ҚӨ) y dos radios vectores ОҢ y ОР, 


que pasan por las rectas Ө= о y 0- p 
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Luego el área de los n sectores circulares es: 


Teniendo en cuenta que la integral definida, expresa geométricamente el área bajo una 
curva, por lo tanto el área buscada es el limite de los n sectores circulares, es decir: 


Luego el área determinada por el radio vector de la curva al desplazarse de la posición 
— — 
OP, ala posición OP, es expresada por la fórmula. 


Ejemplo.- Hallar el área de la figura limitada por la cardioide г = a(l + cos Ө). 
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r= f(8) = a(l + cos Ө) 


Ж ы: 2 
а-2-| а (14080) 46) 


sen 20 


s 


? л 2 2 30 
42a! | (1+2 с050 + cos* 0)40 =a (77-*2sen8 + 
0 2 


За!л , 
As u^ 


OBSERVACION.- Consideremos dos función fg :[a,B] > R tales que 

0<р(0) < (80), У Ө є [aß] y sea R el sector limitado 
por los gráficos r = g(0), r= КӨ) y las rectas Ө = а у Ө = В} entonces el área de la 
región R es expresado por la fórmula. 


АШАСЫЗ, 


Ejemplo.- Hallar el área de la figura limitada por la curva г = 2а sen 30 que está 
fuera del círculo r 7 a. 


Solución 
кн n = 2a sen 38 
",-a 


ni6 | 2 2 
4-6[ 30 -4М6) 


6 
тезү (4a? sen? 30 — a? )d0 
л/12 


? 
am 7. 2 
. A-(——-ta^)* 
E a^)u 
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El volumen V del sólido obtenido por la rotación alrededor del eje polar de la 
región R limitada por la curva r = ҚӨ) y las rectas Ө= а у Ө = В es dado por 


la fórmula. 


Ejemplo.- Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la curva r =a cos” Ө 


alrededor del eje polar. 


Solución 


La variación de al integral es desde 0 — 0 hasta 2 ; 


ni? 12 
y Ef r° ѕепӨ 40| = ("2 cos 0.sen0 dO 
3 Jo 3 Jo 


Consideremos una función r= 0) continua en el intervalo [œ]; como 


x =r cos Ө, у= г sen Ө, por diferenciación se tiene: 


dx = cos O.dr —r sen0.d0O " 
dy = sen O.dr + r cos 0.d0 - 


Si en coordenadas cartesianas se tiene ds como la hipotenusa de un triángulo de 


catetos dx, dy. Entonces. 


... (2) 
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Ahora reemplazando (1) en (2) se tiene: 
(ds)? = (cos 0.4" —r sen0.d0)? + (sen 8.dr +r cos0.d0)? 
(ds)? = cos? O(dr)? 4 r? sen? га)? —2 senO cosO.dr.d0 + sen? O(dry? + 
* r? cos” 6(40)? + 2rsen0 cosO.dr. dO 
(ds)? = (sen? 0 + cos? ONdry? +r? (sen? Ө + cos? 8y(d0)* 


(ds)? 2 (dr)? +r?(40)? extrayendo la raiz cuadrada 


Eg гээх нм: ө)? - P 25-97 
ds (dr) +r*(d0) r Mug." 


Integrando ambos miembros de o hasta f. 


que la longitud del arco de la curva desde A hasta B. 


TEOREMA.- Si fes una función continua en el intervalo cerrado [of]. entonces 
la longitud de la curva r= f(0), desde, А (1, ,a) hasta P, (r,, В) 


está expresado por: 


Coordenadas Polares 637 


j 
Ejemplo.- Hallar la longitud total de la cardioide г = a(1 + cos Ө) 


Solución 


r=a(l + cos Ө) => Ж „зы 
48 
p 2 142 
L- [ Jr? +092 аө 
а 


como la gráfica es simétrica. 


L-2[ fa? a «cose! +a? sen? 040 


L-2[ 42a 2a cos6d6 = 242a[" M1 со8640 


2-24 4 соз 40 =Вазепо /) =8a 0 L=8a 


[812 EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


(1) Calcular el área de la región limitada por la lemniscata ғ? =9c0s 20. 
Solución 


Por simetria con respecto al eje polar se tiene: 
] ("4 , 

А- 4-| r248] 
2 Jo 


= 2 [9cos 20.d0 =9ѕеп20 /" 3449 
0 0 


A=9u" 
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Solución 
Del gráfico se tiene: 
] (7.4 3 л/4 2 
4-45| "2401 «aj a? sen40 40 
2 Jo 0 


2 2 

a n:4 a > 

4 = —— cos 40 z———[-1-11-a* 
^ I A ] 


4 
А=а?и? 


(3) Hallar el área comprendida entre la primera y segunda espiral de Arquimedes г = a0. 


Y Solución 


Del gráfico se tiene: А Lf” o -r? M8 
gr жет тач 
X donde, қ =40 y r, =a(0+27) 
1 2n 
4s [a^ (8 21) -a?0? 140 
22 
4-5-| 140т+4т2)40 - 8a? ло A-8234 
n 


(4) Hallar el área de la región encerrada por la Lemniscata ғ! =4sen 20 


Solución 


La gráfica es simétrica con respecto al polo, 
entonces 


1 т/ 2 2 ч ni 
б 4=2> f 2401 = | 4sen20.40 


А = —2с0820 [^ - 2[-1-1]- 4 


сл 4u? 
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(5) Hallar el área de la región encerrada por la curva г= a sen 20 
Solución 


Como la gráfica es simétrica con respecto a los dos 
ejes entonces. 


Y 
ЖА ea. [" аав "et anuo 
= 12:37 ! 1-2| a” sen 
X 3 


$еп40 pi? ал 
tri 


EE Tua B" 
A=a” | (1-cos 40)40 =a" (0— Em 


(6) Encontrar el área común de las dos circunferencias г= 2sen Ө y г= 2 cos 0. 


Solución 


Ubiquemos la región común 


Calculando las intersecciones 


[7 = 2cos0 
=> sen Ө = cos Ө 
ғ = 25еп Ө 


m 
teB=1 > 0-— 
4 4 


también se intercepta en el polo (origen) es decir 
para r = 0 se satisface las ecuaciones 


| 
Ш. 


7.4 „ | ел/2 , л/4 2 ni 2 
ji | (2зепӨ)? do +> | (2с050)° 40 =2 f sen? 0.40 + f cos? 6.40] 
0 2 Јата 0 mid 


4: " 2 Ara 
Á = [а - COS 2910 + | (14 cos 20)d0 =(0 – T л/4 sen 20 қ 
0 74 2 


M, +(0+ 2 Аа 


Gh 
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(7) Encontrar el área de la región acotada por la curva г = 2a cos Ө y que se encuentra 


fuera del circulo r = a. 


Solución 


Calculando la intersección 


ғ —2acos68 
> 
r=a 


de donde 8-7. 0 = — 


Como se tiene simetria respecto al eje polar. 
13 л 3 en i3 гд13 
4-xi[. (2a cos0)? 40 -1| а?46] =4а? |" cos? 6.40 -a° [d6 
2 Jn 2 Jo o 0 


КЕРІЛЕ ap М3 23 ѕеп20 хз ал 
4 -2a! [d cos20)d0 -a?6 [о 224 (92577 јо 


Calcular el volumen de un sólido obtenido por rotación de la región acotada por la 


curva r=acos? Ө alrededor del eje polar. 


Por simetría se tiene: 


y af а? сове Өзеп0.40) 
3 № 


4a!n , cos 0. 22 4ал 3 
RO e = 
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(9) Calcular el volumen del sólido obtenido al hacer girar la cardioide r= а(1 + cos Ө), 
а> 0 alrededor del eje X. 
Solución 
Y 


Ubicando la región se tiene: 


Del gráfico se observa que el sólido de revolución 
se obtiene de hacer girar alrededor del eje X la 


región de la parte superior de la cardioide. 


2л (7 4 


И---1 q 
3 Jo 


4 3 
(1 + cos6)? веп 0.40 Eee y 


4 


Hallar el volumen del sólido generado рог la rotación de la región 
R: axra-2sen20 , а> 0). alrededor del eje polar.. 


Solución 


Ubicando la región de las curvas polares que encierran cono R: а<к< ax2sen20 , 


a > 0, entonces r = a circunferencia. 


n 3n 4 
r? =a°2sen20, 0c [0.7 JUL. 7] donde la ecuación ғ! —2a? sen20 
corresponde a la gráfica de la Lemnicata. 
г-а 


Ж LN > sen 20 =} — 
г“ та” 25еп20 2 IZ 12 
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Por simetria se tiene V =2V, 


V = ар ^. [Ka V2sen20 0) "640-7 [^ a * sen 0.46] 
52,12 5212 
e" А a? 12 (en 20177 зеп Ө.4Ө —а [ѕепө.а0] 
3 Ја? 2112 
y р © a? 242 (sen 20) sen 640 + cos0 / ^.^] 
siis] 
3 биі? 
P... a? 242 (sen 26)? вел 0.40 "ES 
3 n/12 Р 27 


Ѕеа б-4-: => 00 =-dz, reemplazando en (1) 


10 3/2 Зп +8 
cosz) "(cosz)d- = 
(cosz) (с08:) 32 


a Me 


8лі12 3/2 
Ї (sen 20) ' ^ веп0.40 = 
z/12 


4 
Reemplazando (2) en (1) se tiene: Y = — Ja. зге + 


-. (1) 


.. (2) 
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6 
(1) Hallar la longitud del arco de la parte de la parábola ғ- азес (7) , cortado de la 
misma por la recta perpendicular que pasa por el polo. 


Solución 
Y 
л/2 Сото Er T 
2 2 
2 2 4 0 2 ө 
= —) ded -= ын 
Х r^ =a" sec TU е donde ғ = а ѕес D 
dr 20 0 
— —= — Íg — 
л/2 # 8 E 


х/2 2 йг 2 
= —) 40 
L | к а 


ЕР іл, лай, Эн 
г-да sec ы вес 62% D de 


L= I je a sec “бө =2a[ Ya +1002 +1)] 


(2) Un móvil recorre una pista que sigue la trayectoria de la espiral de Arquimedes. 


Solución 


Y " 
г= аб > y 


d 
| = f P еу 
‚= f” Sora a0 = af” таю 
L-d7 1*6 2104-0405 1/2 
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7 
(13) Hallar la longitud del bucle (Lazo) de la curva polar r — sec? Өз 


Solución 


Por simetría se tiene: L =f ЇР + LA d0 
0 dO 


3,0 dr 3,0 6 
—-sec (— > —=N —).tg(— 
ғ =зе E E sec 6) 8C) 


4 Ө Ө Ө 
L=2 des $C).tg^(—- 
Í sec (3) *sec I 4) 46 


L= «| sec са -12-3 л LAMB 


I. Halle los puntos de intersección de las gráficas del par de ecuaciones dado: 


2-3 pei 
et o inet 


O 
r=2c0s0 r=2c0s 20 
o ү = 2веп Ө @ i = 2sen8 


r=46 O Ir-cos6-1 
=x/2 к = cos 20 
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© 


к = 41р Ө.веп Ө 
к= 4cos0 


(2) 
ғ = 4(1+ѕеп Ө) 


r(1—sen 0) = 3 


r=2c0s0 
r = 243 sen 


ғ —sen 20 


------ 
— 
| 
un 
е 
D 


э 4 


[г = 4веп Ө cos? Ө ra 


|» = seno r=1-sen0 
H. Calcular el área de la región de las curvas que se indican y hacer su gráfica. 
г-асов 0, 0<0<x/3 Rpta. 0.37 a? y? 


r = a(1 — cos 0) Rpta. atu! 


г = 4 соз 20 Rpta. 4z и? 


г = а веп 20 Rpta. ——u* 


r= а(1 + 2 sen Ө), dria o- ^ Rpta. 2r 23 


O 
O 
O 
@у xxi пим. E 
O 
O 
O, 


r = cos 30 Rpta. PL 


© 


0000000 


© y 


© 


© 
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r=b+acos0, (0<b<a) Rpta. 24: +2b?) 
ла? 
r-acos Ө Rpta. Ed 


r?=a? жан Rpta. a! 12)? 
cos Ө 2 

r-2sen 30 Rpta. л y? 

r? =9sen 20 Rpta. 9 y” 

r-4—4cos 8 Rpta. 24z и? 

ғ? - 4sen20 Rpta. 4 и? 

r? = 2a? sen 30 Rpta. 4a? и? 


E M 


Hallar el área interior а ғ = 4sen0 cos! Ө yexteriorar-senO — Rpta. — "Cu E 


Calcular el área de la región que es interior a la curva r = 2a cos 30 y exterior al 


2 
circulo r = a, a ? 0. Rpta. Or +34/3 Ju? 


Hallar el área común a las cardioides г = а(1 + cos 0) Rpta. ирс atu? 


Hallar el área encerrada por las curvas E EM y r= 2a en el intervalo de 
cos (7) 


2 
0-0 a 8-7. Rpta. “р Gn - 4 
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G 


© 


Calcular el área exterior a la lemniscata ғ” -—2a?cos20 comprendida dentro del 
circulor та. Rpta. Media i 
Hallar el área de la región que es interior a la curva т = За cos 20 y exterior a la curva 


r= а(1 + cos 20), а> 0. Rpta. a^ (An 715 -6a) 


Donde aestal cos2a = E 


2 2.4 


Hallar el área limitada por la curva ғ? = а? ѕеп 40. Rpta. a^u 


Hallar el área limitada por la parábola r=asec? (£) y las semirectas 0 -2 y 


0-7. Rpta. 127 


Hallar el área de la figura limitada por la curva г = 2a cos 30 que esta fuera del 


circulo r= a. Rpta. ал 


Calcular el área de la superficie obtenida al rotar, alrededor del eje polar, la 
Lemniscata r^ =a? соѕ20. Rpta. 22a? (2-42 yu? 
Hallar el área de la superficie generada al rotar alrededor del eje X la сигма 


32а1л 
5 


г= а(1 + соѕ Ө), а> 0, 0<0<л. Крга. 


Hallar el área de la superficie generada | rotar la curva г = 2а cos Ө alrededor del 


eje X. Rpta. 4а?л 


Hallar el área de la superficie generada al hacer girar la circunferencia r = 2а sen Ө 


alrededor del eje a 2, » Крга. 4a*7? 
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Hallar el área dentro de r= 8 cos Ө y a la derecha de la recta r = 2 sec 0. 
Rpta. ES + 443 
Hailar el área de la región dentro der- 10 sen 0 y encima de la recta r — 2 cosec 0. 
Rpta. 257 -58+1 045 —50 arcsen 72) 


Hallar el área de la región encerrada por las curvas: 
a) ғ-е”,0<0<п, r=e%?, 0«0xm y losrays Ө -2л y 073m. 


(e^ -1)* 


Rpt 
pta 4 


b) ғ-е”,2л<0<3л, r-0, 00 <л ylosrayos 0-0 y Өл. 
Rpta. 2 ве“ (ел“-)2л31 


Encontrar el área de la región limitada por la curva. 


a) (ху?) -4a?xy(x? - y?), a» 0. Rpta. а? 


b x^ 4 y^ =x? + y? Rpta. n42 


Calcular la longitud dela curva к=п sec? (^) desde Ө- 0 hasta Ө => ; 
Rpta. а. +щ(@1+-/2)] 
, , : та 1 
Hallar la longitud del arco de la espiral hiperbólica 10 = 1 desde el punto (2, 2) 


45 1 AS, 


1 
hasta el punto G 2): Rota 
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@) 


© 


шш ___ _ __—— 


Hallar la longitud de la curva r= 20 tg Ө. sen Ө, b>0 desde 0-0 desde Ө = 5 . 


Rpta. 2н – 2)+ ЯГ A, 


Calcular la longitud del arco de la curva r=sen' 13 comprendida entre 


0<0<—. Rpta. 20-340) 


2 | 


Hallar la longitud del arco de la espiral logaritmica ғ-ае”, (т > 0), que se 


1 a 
encuentre dentro del circulor = a. Rpta. — 41 +m? 
m 


y Ө 
Hallar la longitud del arco de la curva r-asen' E ‚а> 0. Rpta. A 


Hallar la longitud del arco de la curva 0 = 014) , desde r=1 hasta r= 3. 
r 


Rpta. 2103 


Calcular la longitud del arco de la curva ғ = 0°, entre 0 < < m. 


(1? «4n? 44-8 


Rpta. 
Р 3 


л 


Calcular la longitud del arco de la curva. ғ = a cos? O . entre 0<0< 5 


Rpta. ¿On + 343) 


s 0 
Hallar la longitud del arco de la parte de la parábola к= asec? (7) , cortada por la 


recia perpendicular que pasa por el polo. Rpta. 2a[42 +In(/2 + Dlu 
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Calcular la longitud del arco de la curva г = sen Ө desde Ө є [0,211]. 
Rpta. ru 


Hallar la longitud de la primera espira de la espiral de Arquímedes г = a8. 


Rpta. andan? +1 + 1п|2л an? +1] 


Calcular la longitud del arco de la espiral hiperbólica r0 = 1 desde 6, -3 hasta 


4 3. 4 
0, =-. Rpta. In(-)4 — 
273 р 5) 2 


Si R es la región exterior а la circunferencia г = соѕ Ө e interior a la cardioide 


r = 1— cos Ө, calcular la longitud de su perimetro. Ера. 4/3 ыг 


Calcular la longitud total de la curva r = азел (5) . Rpta. ES 


Encontrar la longitud de la espiral logaritmica "== desde (7,,0,) hasta (7,,0,). 


25 2 
ИРЕ”) Ку 2 із 3 
Rpta. aln-— —: aja? +1) ji +»3 


ry (a * 4a? ақ?) 


Hallar la longitud de r= 4 — 4 cos 8. 


Hallar el volumen del sólido obtenido por la rotación alrededor del eje polar de la 
figura acotada por la cardioide г= 4+ 4 соѕ В ylasrectas8=0 y 0 -2- 


Rpta. 160z и? 
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o 


Hallar el volumen del cuerpo generado por la rotación de 1а figura limitada por una 
semi espira de la espiral de Arquímedes r = að, desde a > 0, 050 < х. 


ә 597772) 3. 
Rpta. AM ow T Dy 


Hallar el volumen del sólido formado por rotación alrededor del eje polar de la curva 


6 
r = 3 sen 26. Rpta. яе ли? 


29 


Hallar el volumen del sólido generado рог la rotación de 1а superficie 


3,2 
a €r € a-|2 sen20 , a > 0 alrededor del eje polar. Кра. „=. жч. 


242 


Hallar el volumen en coordenadas polares рог la curva r= a tg Ө al girar alrededor 


3 
del eje polar y entre los límites Ө -7 у0Ө-0. Rpta. 16106 +g ) “ga Ju? 
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а" = № a»0«» х-іор, М x= <> y-log Ке іт 


(Т) log, AB - log, A+log, В 
А 

(2) iog, — - log, 4—log, В 
B 

(3) log, 4" =n Log, А 

(4) log, УА = "log, 4 


log, N 
(5) log, № = log, a.log, N = ШКЕ b (cambio de base) 


х* 2px? + gx? + 2гх + з= 0, sumando (ах + b)? 

x^ + 2px? + qx! + 2гх + s + (ax + b = (ax + Ы) 

x* + 2px? + (a? + qx! + 2 (г + ab)x + s +02 = (ax + by 
(x? + px +k} = (ax +b) 


х“ + 2px! + (p° + 2k)x! + 2ркх + к = (ax + by! 


Apéndice 653 
2 2 
"*2k-a + 
Р T aig 


2pk =2(r+ab) = 
P ( ) pk-r-ab 


k =s+b* 
2 2 
B. x a =p +2k-q 
(pk-r) зар > : : 
b =k -s 
(pk - r) = а? Б? = (р? + 2kp- q) (kè - s) 
simplificando: 2k- qk? + (2pr- 2s)k- p s-r + д5= 0 


Hallando las raices de k se tiene: (х? + рх + ky = (ax + by 


2 
' [x +(p-ajx+k-b=0 
x *tpxtk-zr(ax-*b) dedonde | 
Р *t(pta)x*k*bz0 


x!'*px + ах +г= 0 haciendo x= y - p/3 


2p? 
se transforma en у’ + (q - p?/3) y + зе ша r=0 
y +Qy+R=0 
se hace y= A+B 
к о E jm гд 
donde 4!--—44|— E. : Te A s WE 
2 4 27 2 77 747 


dy 
(1) у-/О)-с->---/(х)-0 
dx 
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MG) со D apio 
у= (х) =с > — = х 
dx 


dy 
у= Ј(х)+ р(х) Бае а PA 


л Фу 
у= /[(х)у=х =>=— 
ах 


= f'(x)=nx"' 


© © © © 


dy 
y7f(x).g(x) ds ды, ыы 
Х 


(S 23-22 a 
Heo e g(x)? 


n dy i n-i 7 
(7) ›=(о» агч Gy". fo) 


dy 

(1) у=зещ/(х)) > = ов (х), 700) 
ау 

Q у= cos( f (x)) > — = —sen( / (x). f (x) 
dx 
dy 3 

y-tg( f(x) > + =sec (/(х)) f(x) 

Х 


а 
y = sec( /(x)) => za = sec( f (x). tgC f (x). f(x) 


© 
(4) y-ctg( f(x) > 2 --совес (f (x). f (x) 
(9 
© 


d . 
y = cosec( f (x)) > = = —cosec( f (x)).cigC AG). f (x) 
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() »-асзац/(ху-» 2-09 
ах i-e] 
у= arc.cos f(x) = 2-09 
ёс ұ-/ (x) 
(9) у= arc. igi a ә = f en) 
dx 147 (x) 
dy -Fio 
= агс,с1 к». 
y = arc.c a) TT 
f'(x) 


(11) у= arcs f => 2 ЛЕО 


ПС ТЕТЕ 


. ОШ „ 


2 у= arcos) + E 
“ Vire (x)-1 


" LOGARITMICAS.- 


(1) y -log tat 108, 6 f '(x) a £0, 
= “ UA IHE CU xj, * 
dx f(x) 


O уел ^. Г) 
ах f(x) 


(з) yaa 5 ES 
Ж dy 8 

©) yz e! қ >— =e" Par. 
dx 


dy э. x қ 
у= (х) > NN "CAVE С о). 2 (9) 
X 
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o 
(2) 


О © 00 © 


d ә 
y =senh(f(x)) > T = cosh( f (x). f (x) 

dy 
y = cosh( / (x)) => Mia senh( f (x)). f'(x) 

dy 2 

y =tenf (0) > de zsech (f(xM./f'(x) 

X 

dy " 
y-ctigh( f (x)) => d =-—cosech” (f (x)).f (x) 

X 

dy 

y =secH f(x)) > mh = —sech(f(x)).tgh( f (x)).f (x) 


y = coseh( f (x)) > = = —cosech( f (x)).ctgh( f (x)). f(x) 


f'(x) 


dy 
y =are sen (x)) =>— = +=== 
« iros 


у= anc.cosh( /(х) >» 2-20 
« foy 
dy i 
(9 rump. 9 -< х) <1 
ах 1-7 (x) 
уара Le Pe) , (х))>1 
dx 1-/ (х) 
tf'(x) 


dy 
(11) y =arc.sech( f(x) > % = 


х оуу (5) 


Apéndice 


© y=arc. — R4 


© 


© 


[кода = k | пода 


faro = f(x) *c 


-f'(x) 


dx Сун л (x) 


[ооз вора = | sra [ вода 


п 
и 
PRA пж-1 
J n+l 


[4 = Lnd +c 
u 


Гечи -e.4c 


[ачи - — c. а>0, azl 
Ina 


Go) - 
Ён = асв“ “с 


O PA 


1 ішсе 
-- +c 
2a и+а 
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(2) du 1 qus 
| p. m 
a —u 2a u—a 
(3) [ ди — arc sen( ^) «c 
Ж-Е” ч 
Істе "е и +a? +c 
u` +а- | 
(3 du —— 
ra 
u — 
"ON. 2 
| а ий жт mE Fares «c 
2 
O |Уғ-да-342-4-5 ше did a se 
[ ТІ =] на 9 pida eee 
[senudu = —cosu «c 
f cosudu = senu + c 


(21) І tgudu = —Ln|cosu| +c 
Q3 [ ctgudu — Ln|sen u +c 
Q3 [ sec udu = Ln|secu + tg i| +c 


[ cosecudu — Ln|cos ecu сір y +c 
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(5) [se udu = іри+с 

[cosec^udu =-сїри+с 

(7) (secu tgu du - secu ec 

[cosecu.c tg ийи = – cosecu +c 

| senh udu = coshu +e 

[coshudu = senhu + с 

[шийи = Lrjcostu| +c 

(2) fergnudu= Lrjsechy +c 

(3) [ sec ийн = tghu +c 

[ cos ech^udu = -c tgħu +c 

(99 | sec hu. tghudu =- sec hu +c 

f cosech u.c tghudu = —cosech uc 
G) fe” sen(bu)du = e^ PA +с 


Ге" сан уйл d (a cos bu + b sen(bu)) 36 


а? «p 
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